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摘  要 

I 

摘  要 

基于电性各向同性介质假设的直流电阻率法和时间域激发极化法在矿产资

源勘查、浅地表工程勘探等领域得到了广泛应用，并取得了显著效果。由于各种

宏观和微观因素的影响，地下介质的电性各向异性客观存在。已有的研究已经表

明在电法资料解释与反演中忽略电性各向异性的影响可能会带来较大的偏差，甚

至得到错误的结果。基于此，本报告主要的研究内容将围绕电性各向异性介质中

的直流电阻率法和时间域激发极化法的正演问题，对电性各向异性介质条件下的

电场响应特点进行研究。 

本报告首先给出基于二次场的 2.5维和三维各向异性介质直流电阻率法的边

值和变分问题，在对 2.5维直流电阻率法的研究中，通过简化欧拉角的方式实现

了有限单元法对点源二次场的模拟，在网格剖分时，引入二维和三维非结构网格，

充分发挥有限单元法的优势。通过对多个二维含各向异性异常体模型的模拟，发

现直流电阻率法对电阻率的横向异常反映较为灵敏，而对纵向电阻率异常的响应

相对较弱，并且不同观测装置对横、纵向电阻率异常的响应幅度也不同。然后本

报告给出了二维各向异性介质电流密度的计算方式，并通过对总场和二次场电流

密度的分析，解释了直流电阻率法对横、纵向电阻率异常响应的不同。 

为了研究极化率的各向异性特点，本报告首先通过对极化率各向同性薄互层

的研究，给出对应各向异性属性的计算公式，证明了宏观极化率各向异性的存在

并结合对点源场的求解，实现了对各向异性介质时间域激发极化法的有限单元法

正演模拟。进一步本报告从各向异性介质的点源场出发证明了直流电阻率法和时

间域激发极化法中的各向异性反常现象，并通过数值模拟进行了验证，并从数值

模拟的角度分析了负视极化率现象产生的原因。 

关键词：直流电阻率法，激发极化法，各向异性反常，有限单元法 
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III 

ABSTRACT 

Based on isotropic hypothesis, the forward modeling and inversion of Direct 

Current(DC) resistivity sounding and Time-domain induced polarization(TDIP) are 

relatively mature and has been widely used and achieved remarkable results in 

mineral exploration, engineering geology and hydrological environment. Due to the 

influence of various macroscopic and microscopic factors, the underground medium 

is anisotropic, and previous researches have indicated that, if the influence of 

anisotropy is ignored in the interpretation and inversion of the field data , it may cause 

large error and even obtain wrong results. Therefore, this report focus on the problem 

of DC and TDIP forward modeling in anisotropic medium, and their corresponding 

response. 

First, this report deduced the variational problem of for 2.5D and 3-D point 

source using secondary field method. In the process of point source forword 

modelling in 2.5D anisotropic medium, the Euler angles is simplified while 

calculating the primary potential so that the Fourier transform of the background 

potential with the dip angle can be avoided, since it is mathematically difficult. Also, 

the unstructured grid in 2D and 3D was introduced to give full play of the advantages 

of finit element method(FEM). 

Then several models of 2-dimensional anisotropic anomalous body were 

simulated. It was found that the longitudinal resistivity has more effect on the 

apparent resistivity than transverse resistivity in collinear arrays, such as the pole-pole, 

dipole-dipole and Wenner arrays. Through simulation of current density and 

anomalous current density of several arrays, it can be concluded that the causes of 

different responses for the longitudinal and transverse resistivity with respect to each 

array is the distribution of current density around the subsurface. Also, it shows that 

the sensitivity of each array type to the variations in longitudinal and transverse 

resistivity can be understood with the perspective of current density. 



ABSTRACT 

IV 

To study the characteristics of chargeability in anisotropic medium, first this 

report discusses the equivalence between thin interbed with isotropic chargeability 

and the anisotropic chargeability medium. After the formula was given to calculate 

the attribute in anisotropic chargeability, the forward modelling algorithm of TDIP in 

anisotropic medium was presented. Based on the analytical solution for direct current 

point source in an anisotropic half-space, the apparent resistivity and apparent 

chargeability of a transversely isotropic media is calculated with the symmetry axis 

verticaly and horizontaly respectively. And then a simple proof of paradox of 

anisotropy in resistivity sounding and TDIP is given. In the meanwhile, the 

fomulation of the mean chargeability is given. Through numerical simulation of the 

apparent resistivity and apparent chargeability for a tilted transversely isotropic media 

with different angles, the paradox of anisotropy in resistivity and TDIP is analyzed, 

the phenomenon of negative apparent chargeability is interpretated. 

Key Wrods: Direct Current resistivity sounding, Time-domain induced 

polarization, paradox of anisotropy, finite element method 

 

 

 





目录 

VI 

目  录 

摘  要 .............................................................................................................................................................. I 

ABSTRACT .................................................................................................................................................... III 

目  录 ........................................................................................................................................................... VI 

图表目录 ..................................................................................................................................................... VIII 

第 1 章 引言 ................................................................................................................................................... 1 

1.1 研究背景 ...............................................................................................................................................1 
1.2 国内外研究现状 .................................................................................................................................1 

1.2.1 直流电阻率法 ...................................................... 1 

1.2.2 时间域激发极化法 .................................................. 2 

1.3 主要研究内容 ......................................................................................................................................4 

1.3.1 非结构网格 2.5 维、三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 ............ 4 

1.3.2 各向异性介质中横、纵向电阻率对观测的影响 .......................... 4 

1.3.3 时间域激发极化法中电性各向异性介质的特点以及模拟技术 .............. 4 

第 2章 2.5 维、三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 ................................................................. 7 

2.1 电阻率各向异性 .................................................................................................................................7 
2.2 2.5 维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 .............................................................................8 

2.2.1 二维电性各向异性介质 .............................................. 9 

2.2.2 二次场对应变分问题 ................................................ 9 

2.2.3 有限单元法求解 ................................................... 11 

2.2.4 算例分析 ......................................................... 18 

2.3 三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 ............................................................................. 18 

2.3.1 点源三维各向异性介质电场的变分问题 ............................... 19 

2.3.2 有限单元法求解 ................................................... 21 

2.3.3 算例分析 ......................................................... 26 

2.4 小结 ..................................................................................................................................................... 27 

第 3章 各向异性介质中横、纵向电阻率对观测的影响 ..................................................................... 29 

3.1 横、纵向电阻率对观测的影响 ................................................................................................... 29 

3.1.1 低阻异常体 ....................................................... 29 

3.1.2 高阻异常体 ....................................................... 34 

3.2 电流密度分析 ................................................................................................................................... 37 

3.2.1 电流密度的计算 ................................................... 37 

3.2.2 点电流源 ......................................................... 40 

3.2.3 对称四极装置 ..................................................... 43 

3.2.4 偶极源 ........................................................... 46 

3.3 小结 ..................................................................................................................................................... 48 

第 4章 时间域激发极化法中电性各向异性介质的特点 ..................................................................... 51 



目录 

VII 

4.1 极化率宏观各向异性 ..................................................................................................................... 51 

4.1.1 薄互层介质电阻率宏观各向异性 ..................................... 51 

4.1.2 薄互层介质极化率宏观各向异性 ..................................... 52 

4.2 激发极化法各向异性反常现象的证明 ...................................................................................... 54 

4.2.1 点源场各向异性介质均匀半空间解析解 ............................... 55 

4.2.2 直流电阻率法中的各向异性反常现象 ................................. 56 

4.2.3 时间域激发极化法中的各向异性反常现象 ............................. 57 

4.3 时间域激发极化法数值模拟 ........................................................................................................ 59 
4.4 时间域激发极化法正演模拟分析 ............................................................................................... 59 

4.4.1 均半空间模型 ..................................................... 59 

4.4.2 两层各向异性模型 ................................................. 63 

4.4.3 含异常体二维模型 ................................................. 66 

4.4.4 含异常体三维模型 ................................................. 68 

4.4.5 极化率负值的分析 ................................................. 71 

4.5 小结 ..................................................................................................................................................... 75 

第 5章 结论和展望 ................................................................................................................................... 77 

参考文献 ...................................................................................................................................................... 79 

附录 A 点源 2.5 维各向异性介质变分问题 ........................................................................................... 87 

附录 B 三维两层模型GMSH代码 ......................................................................................................... 90 

致  谢 .......................................................................................................................................................... 93 

作者简介及发表论文情况 ......................................................................................................................... 94 

 

 

 

 

 

 

 



目录 

VIII 

图表目录 

 

表 2.1 7点波数................................................................................................... 17 

表 2.2 数值解与解析解对比............................................................................. 18 

 

图 2.1 各向异性介质坐标旋转示意................................................................... 8 

图 2.2 二维各向异性示意................................................................................... 9 

图 2.3 点源示意................................................................................................. 10 

图 2.4 二维非结构网格剖分示意..................................................................... 12 

图 2.5 三角单元................................................................................................. 12 

图 2.6 模型 1两层含 VTI介质模型 ................................................................ 18 

图 2.7 三维点源示意......................................................................................... 19 

图 2.8 结构网格区域剖分................................................................................. 21 

图 2.9 Gmsh网格示意 ....................................................................................... 22 

图 2.10 四面体单元示意................................................................................... 22 

图 2.11 含方位角的两层各向异性介质介质 ................................................... 26 

图 2.12 层状介质剖分网格示意....................................................................... 26 

图 2.13 含方位角的两层各向异性介质介质模拟结果................................... 27 

图 3.1 含异常体模型......................................................................................... 29 

图 3.2 含低阻异常体模型极距为 3m、7m、11m和 21m模拟结果曲线图 30 

图 3.3 低阻异常体对称四极装置视电阻率剖面............................................. 31 

图 3.4 低阻异常体二极装置视电阻率剖面..................................................... 32 

图 3.5 低阻异常体偶极偶极装置视电阻率剖面............................................. 33 

图 3.6 含高阻异常体模型极距为 3m、7m、11m和 21m模拟结果曲线图 34 

图 3.7 高阻异常体对称四极装置视电阻率剖面............................................. 35 

图 3.8 高阻异常体二极装置视电阻率剖面..................................................... 36 

图 3.9 高阻异常体偶极偶极装置视电阻率剖面............................................. 37 

图 3.10 在矩形单元中计算电场示意............................................................... 39 

图 3.11 研究区域和稀疏网格 ............................................................................ 40 



目录 

IX 

图 3.12 区域网格剖分........................................................................................ 40 

图 3.13 均匀半空间点源场电流密度分布....................................................... 41 

图 3.14 模型MD-10点源电流密度分布 ......................................................... 41 

图 3.15 模型MD-10点源二次场电流密度分布 ............................................. 42 

图 3.16 模型MD-10-100点源电流密度分布 ................................................. 42 

图 3.17 模型MD-100-10点源电流密度分布 ................................................. 42 

图 3.18 模型MD-10-100点源二次场电流密度分布 ..................................... 43 

图 3.19 模型MD-100-10点源二次场电流密度分布 ..................................... 43 

图 3.20 对称四极装置均匀半空间电流密度分布........................................... 44 

图 3.21 对称四极装置三个不同模型的电流密度分布................................... 44 

图 3.22 对称四极装置三个不同模型的二次场电流密度分布....................... 45 

图 3.23 均匀半空间偶极源电流密度分布....................................................... 46 

图 3.24 偶极源三个不同模型的电流密度分布............................................... 47 

图 3.25 偶极源三个不同模型二次场电流密度分布....................................... 47 

图 3.26 偶极偶极装置示意............................................................................... 48 

图 4.1 薄互层介质电阻率示意......................................................................... 51 

图 4.2 薄互层介质极化率示意......................................................................... 53 

图 4.3 电极分布示意图..................................................................................... 60 

图 4.4 视电阻率模拟结果................................................................................. 61 

图 4.5 视极化率模拟结果................................................................................. 62 

图 4.6 平均电阻率与水平和垂直电阻率之间的关系..................................... 63 

图 4.7 平均电阻率与水平和垂直极化率之间的关系..................................... 63 

图 4.8 两层模型................................................................................................. 64 

图 4.9 沿 x和 y方向测量的视电阻率曲线..................................................... 65 

图 4.10 沿 x和 y方向测量的视极化率曲线................................................... 66 

图 4.11 二维构造示意 ....................................................................................... 67 

图 4.12 视极化率和视电阻率模拟结果........................................................... 67 

图 4.13 x=20视极化率曲线 .............................................................................. 68 

图 4.14 AB=10视极化率曲线 ........................................................................... 68 



目录 

X 

图 4.15 三维含立方体模型............................................................................... 69 

图 4.16 不同角度极化率模拟结果................................................................... 70 

图 4.17 不同极距模拟结果对比....................................................................... 71 

图 4.18 两层模型............................................................................................... 72 

图 4.19 沿 x和 y方向测量的视极化率曲线对比........................................... 73 

图 4.20 y方向上是否考虑极化效应的正演结果曲线对比............................. 74 

图 4.21 H型地电模型 ........................................................................................ 74 

图 4.22 TE模式视电阻率和相位 ...................................................................... 75 

 
 
 
 



引言 

1 

第1章 引言 

1.1 研究背景 

直流电阻率法和激发极化法是以岩、矿石的电阻率和激发极化效应差异为物

质基础，通过观测与研究人工建立电场的分布规律来解决地质问题的物探方法

[1,2]。经过不断的发展与研究，直流电发和激发极化法已经在矿产、油气资源勘

探和工程等领域取得了广泛应用[3-5]，特别在水文监测和矿产等领域[6,7]，激发极

化法结合直流电阻率法的应用效果非常显著；直流电阻率法和激发极化法也被研

究并应用到了超前预报中[8-15]。 

在传统的地球物理数据解释与数值模拟技术中，考虑地球介质的属性为各向

同性，但在自然界中，地球介质的属性往往表现为各向异性，这一特点通过岩石

物性测量已经得到充分证实，并且已被国际地球物理学界所接受，基于各向异性

介质的研究是当前以及今后长时间需要关注的[16]。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 直流电阻率法 

直流电阻率法各向同性介质的正反演技术已经比较成熟[17-24]，并且在工程，

找矿等领域有了广泛应用。随着数值模拟技术的发展，研究的热点聚焦到了更符

合实际情况的连续介质和各向异性介质。 

对连续介质的研究，徐世浙[25]使用有限单元法矩形单元剖分，阮百尧等[26]

使用三角单元剖分，实现了对连续介质的数值模拟，取得较高精度，刘云等[27]

在阮百尧的基础上，使用矩形内剖分四个三角形的剖分方式实现了对连续介质、

复杂地形以及复杂模型的数值模拟。 

徐世浙和赵生凯[28]使用有限单元法对二维各向异性的直流电阻率法进行了

模拟，Zhou et al. [29]使用高斯正交网格（Gaussian quadrature grids）实现了对 2.5D

复杂各向异性介质的数值模拟，取得较好的精度。由于三维正演所需时间较长，

并且三维各向异性参数太多，导致基于三维各向异性正演的反演研究工作进展缓
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慢，所以研究直流电阻率法 2.5维的正反演方法成为探索各向异性反演工作的桥

梁。在前人的研究中，2.5 维正演工作均是基于总场法进行的，因为异常场法需

要求解一次场，而电性各向异性介质点源傅氏空间中的解析解较难求得，宋滔 [30]

采用简化傅里叶变换中的欧拉角实现了对点源二维各向异性介质二次场的模拟，

并讨论了横、纵向电阻率异常的影响，但在其模拟中采用的是结构网格，并且没

有对横、纵向电阻率异常如何影响观测进行进一步的分析。 

前人学者对直流电阻率法各向异性介质的研究已经有了很多成果。Yin [31-33]

等人研究了一维层状任意各向异性介质的电磁响应特点，并对一维反演进行了研

究，通过理论分析和数值模拟研究，得出了在数据充分并且准确的情况下，一维

反演依然具有不可避免的多解性。Li and Spitzer [34]使用有限单元法六面体剖分实

现了对三维直流电阻率法各向异性介质的模拟，Zhou et al.[29] 使用高斯正交网格，

实现了对三维任意各向异性介质的正演模拟并对地形响应进行了模拟研究，同时

异常场法[35,36]和网格生成技术[17,21,37,38]也被引入到了各向异性介质的模拟中[37,39]，

对模型和地形的描述更加准确容易，也有效提高了模拟的精度。在对直流电阻率

法各向异性介质的研究中，各向异性反常现象(anisotropy paradox)是非常重要的

一个现象，这个现象已经在许多数值模拟结果中被提到和证实，但是少有关于反

常现象的数学证明。Lüling [40]从各向异性介质的库伦定律出发，给出了一个简单

的证明，解释了在测井和地面测量中的这个反常现象。 

1.2.2 时间域激发极化法 

现阶段对于激发极化法数据的解释主要基于地球介质为极化率各向同性的

假设[14,41]，随着激发极化法在各个领域越来越多的应用，生产中对其资料解释的

精度要求越来越高，也期望通过对激发极化法数据的解读获取更多的信息，所以

传统的基于电性各向同性假设的反演解释手段越来越不能满足资料解释反演的

需求。 

对电阻率各向异性的研究已经表明，在反演解释中考虑介质的电性各向异性，

不仅能提高反演的精度和准确性[42-44]，而且通过对各向异性参数的预测能够获取

更多的与介质电性有关的岩性、结构等信息[45,46]。并且已有的研究表明，使用各

向同性的方法反演极化率各向异性数据，尽管数据能够吻合得较好，但是得到的
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反演结果与实际的地电模型相差较远[47,48]。所以研究基于极化率各向异性介质的

高精度正演方法，对分析其响应特点、资料解释，以及后续向异性反演的研究都

至关重要。 

许多现代的电法仪器能够同时观测直流电阻率的数据和时间域激发极化的

数据[49]，并且点源直流电场的模拟是研究激发极化场模拟的基础[50,51]。基于各向

同性介质的激发极化法[50,52,53]的正演模拟和反演已经较为成熟，但对激发极化法

各向异性模拟方面的研究却较少。 

Zhdanov[54]基于多相与混合介质在波恩近似下的等效电阻率模型、混合介质

激发极化理论及电磁感应理论，提出了等效介质激电模型[55]，并且将其扩展到

各向异性介质中[56]。Kenkel et al.[47]首次推导了两个复电阻率各向同性的薄层近

似为各向异性地层的复电阻率表达式，然后对二维各向异性介质的频率域激发极

化法进行了模拟，并通过分析指出如果忽略复电阻率各向异性会给解释带来困难，

在其文章中尚未对时间域激发极化法的各向异性进行讨论，之后 Kenkel and 

Kemna [57]分析了频率域激发极化法对二维各向异性介质的勘探灵敏度。Liu et 

al.[48]使用有限体积法实现了对三维各向异性介质的时间域激发极化法模拟，但是

有限体积法难以实现对复杂模型的模拟，同时在其文章中仅对主轴各向异性介质

进行了模拟，然而实际介质是任意各向异性的，并且各向异性倾角会对观测数据

造成巨大的影响[34]。Liu et al.[48]在其模拟研究中发现了各向异性介质时间域激发

极化法与各向异性介质电阻率法中非常相似的现象---“各向异性反常”现象。在

Liu et al.[48]的研究中，他们给出了一个简单极化率各向异性模型的模拟结果，并

根据模拟结果推测了“平均极化率”的值，遗憾的是他们并没有给出具体的推导，

以及对极化率“各向异性反常”现象进一步的分析研究。 

在时间域激发极化法观测中，视极化率为负的现象也引起了科研工作者的注

意[51,58]，在实际资料处理中一般将其当作畸变点作剔除处理[59]，但在一定的地电

结构下视极化率是可能为负的。Sumner[60]指出浅部的极化体可能导致视极化率

的负值，傅良魁和姚文斌[58]通过等效电阻率法对层状介质进行了分析，对激电

负效应给出直观的物理解释，并且通过土槽实验验证了文中结论，Dahlin and 

Loke[49]通过数值模拟研究了多种装置的灵敏度分布，通过 Seigel 定律[61]解释了
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负视极化率出现的现象，并且实测数据也验证了该现象，在他们的研究中通过对

实测数据的反演，表明如果去掉视极化率数据中的负值，反演结果的深部分辨率

将会大大降低，并且可能会引入假异常。最近孙仁斌等[59]通过水槽实验也验证

了视极化率负值的存在，并且提出通过二次场衰减特征甄别负值是否可用。但是

他们的研究均没有对各向异性介质视极化率的负值现象进行讨论，而实际介质往

往是各向异性的。 

综上所述，要提高时间域激发极化法资料的解释水平和反演精度，研究更符

合实际介质的三维任意极化率各向异性介质的模拟是十分必要的，同时对“各向

异性反常”现象以及各向异性介质中视极化率的负值现象进行模拟分析，对极化

率各向异性勘探的理论研究和数据的解释均具有重要意义。 

1.3 主要研究内容 

基于以上分析，本报告的主要研究内容有以下三个方面。 

1.3.1 非结构网格 2.5维、三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 

非结构网格已经广泛应用于地球物理电法、电磁法的正演中，并且取得了较

好的应用效果，本报告在前人已有研究基础上，基于非结构网格实现对点源场

2.5 维、三维各向异性介质的有限单元法模拟，重点研究各向异性介质中的二次

场法。 

1.3.2 各向异性介质中横、纵向电阻率对观测的影响 

前人对直流电阻率法各向异性介质的研究主要集中在数值模拟技术，通过数

值模拟研究各向异性介质的响应进而研究反演算法，但少有学者对不同直流电阻

率法装置探测电性各向异性属性的能力和特点进行研究。本报告首先通过正演模

拟研究不同装置下电性各向异性介质中横、纵向电阻率响应的特点并总结其规律，

然后通过计算和绘制总场和二次场电流密度分布，分析不同装置下横、纵向电阻

率响应灵敏度不同的原因。 

1.3.3 时间域激发极化法中电性各向异性介质的特点以及模拟技术 

前人学者在对各向异性介质时间域激发极化法的研究中，直接假设了极化率
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各向异性的存在，由于缺少对极化率各向异性的理论研究以及实验室相关物性测

量方面的数据使得对时间域激发极化法各向异性的模拟缺少了关键的物性支持。

本报告通过对薄互层介质的研究，分别从横向和纵向对电流进行分析，结合极化

率的定义给出极化率各向同性薄互层介质的宏观各向异性属性，从理论上证明宏

观极化率各向异性的存在。 

在对各向异性介质直流电阻率法以及时间域激发极化法的研究中“各向异性

反常”现象已经被许多学者模拟研究，本报告从电场基本公式出发，给出地面电

法中“各向异性反常”的证明，然后证明极化率各向异性介质中也存在类似现象，

并且类比平均电阻率的定义，给出横向各向同性介质的平均极化率表达式。 

以三维直流电阻率法各向异性介质模拟为基础，实现对时间域激发极化法三

维各向异性介质的模拟。通过模拟验证极化率中的“各向异性反常”现象，同时

研究各向异性介质的响应特点。在模拟中研究各向异性介质中的视极化率负值现

象，并通过对极化率中一次场和总场的分析，探讨视极化率出现负值的原因。 

 

 

  



各向异性介质中的直流电场与极化场有限元模拟研究 

6 

 



2.5维、三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 

7 

第2章 2.5维、三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 

本章主要研究基于二次场法的 2.5维和三维直流电阻率法各向异性介质的有

限单元法数值模拟技术。 

2.1 电阻率各向异性 

在电性各向同性的假设中，介质的电阻率与测量的方向无关，即假设每个方

向测量得到的电阻率值相同。介质的电性各向异性指的是介质的电阻率与测量的

方向有关，并且一般假设介质中任一点都存在彼此正交的三个电性主轴，三个主

轴方向的电阻率分别为 , ,x y z   。导致介质各向异性的因素主要分为两类：微观

各向异性，如矿物、晶体在不同方向上发育特征不一样，介质具有层理结构等造

成的各向异性；宏观各向异性，如裂隙的定向发育或者不同薄层的叠加等。微观

各向异性和宏观各向异性与观测的尺度有关，并没有严格的界限。在勘探地球物

理中，一般以宏观各向异性为研究对象。 

当介质为各向异性时电阻率需要使用张量来表达，目前使用比较广泛的又两

种定义方式[32,62]，二者皆是从观测坐标系通过三次坐标旋转来得到各向异性主轴

坐标系，不同的是每次选择的旋转轴不一样；二者虽然有所不同，但是目的都是

一样，即利用三个主轴电阻率通过三次旋转，最终可以得到任意方位的主轴各向

异性坐标系。在本文的研究中采用 Yin [32]介绍的方法。 

如图 2.1所示为各向异性介质坐标旋转的示意[32]。 
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图 2.1 各向异性介质坐标旋转示意 

Fig 2.1 Transformation of coordinate systems in anisotropic medium 

观测坐标系为 (x,y,z)，介质电性主轴所在坐标系（一般又称为自然坐标系）

为 (x ,y ,z )   。图中角、 和 是介质电性主轴所在坐标系分别绕观测坐标系

的 x、y和 z轴旋转的角度，一般称为欧拉角，所以介质的各向异性可以用 6个

参数来表达，分别是三个主轴电阻率 , ,x y z   以及三个欧拉角、 和 。此时

电阻率可以表达为张量形式，如式 2.1所示。 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

  
  
  

 
    
 
 

T
0ρ Dρ D  2.1 

其中ρ ൌ ݀݅ܽ݃൫ߩ௫, ,௬ߩ ௭൯，۲为旋转矩阵，如式ߩ 2.2所示。 

 

cos cos sin cos sin

sin cos cos sin sin cos cos sin sin sin cos sin

sin sin cos sin cos cos sin sin sin cos cos cos

    
           
           

 
     
   

D  2.2 

当介质电性主轴方向与观测坐标系一致，即 0      ，那么有

0 ( , , )y zxdiag    ρ ρ ；如果进一步的三个主轴方向的电阻率一致，此时即为各

向同性介质；所以电性各向同性介质只是电性各向异性介质的特例，各向异性介

质为更一般的对介质的描述。 

2.2 2.5维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 

关于直流电阻率法 2.5维各向异性介质总场的模拟技术已经有很多研究成果
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[29,63-65]，在此本文主要讨论基于二次场的模拟技术。 

2.2.1 二维电性各向异性介质 

选取如图 2.2所示的观测坐标系，z方向为垂直方向，x，y方向为水平方向，

假设介质构造为 x方向，即沿 x方向介质没有变化，假设介质电性主轴的平面 x y 

与坐标轴 xy平面的夹角为，此时电阻率张量表达式 2.1中旋转矩阵D为： 

 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

 
 

 
   
  

D  2.3 

x z

y

z

x
y


 

图 2.2 二维各向异性示意 

Fig 2.2 Anisotropic medium in 2-dimension 

经过计算简化得到介质电导率为： 

 
2 2

0 11 12

21 22
2 2

1

0 0
0 0

0 cos sin 0

0
0 sin cos

( )sin2
2

1
( )sin2

2

x
x

T
z y z

y z y z

y

 
        

 
      

 
 

  
       
   

 

 






σ Dσ D  2.4 

其中σ为电导率张量， 0 ( , , )x y zdiag   σ ， 1x x  ， 1y y  ， 1z z  ，

并记 

 
21

11 12

22

 
 
 

  
 

τ  2.5 

2.2.2 二次场对应变分问题 

在地表 A点处供入电流 I，如图 2.3所示。 
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图 2.3 点源示意 

Fig 2.3 Point source 

电流密度 j满足的方程为： 

 2 ( )I A  j  2.6 

其中 ( )A 为冲击函数，如式 2.7所示： 

 
0

( ) 1
2

A
A d

A




   
  2.7 

因为电位u与电流密度的关系为： 

 u  j σ  2.8 

与各向同性介质不同，此处σ为介质的电导率张量。将 2.8 式代入 2.6 式，

得到电位满足的微分方程为： 

 ( ) 2 ( )u I A    σ  2.9 

因为介质在 x方向上没有变化，通过傅里叶变换，然后引入二维哈密顿算子： 

 y zy z

 
  

 
e e  2.10 

可以得到二维构造下，傅氏空间中电位U满足的微分方程为式 2.11。 

 
2( ) ( )yU Ik AU    τ  2.11 

其中 k为空间系数，通过推导，电位 U满足的边值问题如式 2.12所示。 
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τ

 2.12 

其中其中 0K 和 1K 分别为第二类零阶和一阶修正贝塞尔函数， y z   。 

使用加权余量法得到对应的变分问题如式 2.13所示（附录 A）。 

 

2 2

2 2
21

2 2 2 2
0

1 1
( ) [ ( ) (A) ]

2 2

K (k )1 cos sin

2 K (k )

( ) 0

y

y

F U U U k U I U d

y z y z
k U d

y z y z

F U

 

  
 









       

  

 
 

 






τ

 2.13 

当使用总场法求解时因为有限元难以模拟源的奇异性，所以在源附近的模拟

结果误差较大，为了消除源的影响，在表达式中将总场分为一次场 0U 和二次场U ，

由于一次场一般情况下存在解析解，这就使得求解精度大大提高[35,36]。 

与总场法类似，给出异常场满足的变分问题如式 2.14所示。 

 

2 2 2
0 0

2

2 2
1

2 2 2 2
0

0

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1

2
( ) 0

K (k ) cos sin

K (k )

x y

y y

F U U U k U U U k UU d

k U d k UU d

F U

y z y z

y z y z

 



 

 



  
 

 



 

               
    





 
  





 

τ τ

 2.14 

其中 0y y y     ， 0  τ τ τ ， 0y 和 0τ 为背景电导率和背景电导率张量，

y 和 τ 为异常电导率。 

2.2.3 有限单元法求解 

下面介绍使用有限单元法求解式 2.14所示的变分问题。 
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2.2.3.1 网格剖分 

本报告采用开源软件 Gmsh[66]进行非结构网格的剖分，如图 2.4所示。 

 

图 2.4 二维非结构网格剖分示意 

Fig 2.4 the unstructured grids in 2-dimension 

采用非结构网格可以在任意想要加密的区域进行网格加密，充分发挥有限单

元法的优势，剖分的单元为三角网格。 

2.2.3.2 单元分析 

在研究区域的三角形如图 2.5所示。 

i

j

m

y

z

 

图 2.5 三角单元 

Fig 2.5 Triangle element 

在三角单元内，假设电位是线性变化的，在单元内任意位置的电位u可以通

过形函数和三角形三个节点的电位表示，如式 2.15所示。 

 i i j j m mu N u N u N u    T TN u u N  2.15 
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其中 ( , , )i j mN N NTN 为形函数， ( , , )i j mu u uTu 为三角形节点的电位。 

形函数为： )(
2

1
nnnn cybxaN 


 , ,n i j m ，其中为三角形的面积，且有： 

,

,

,

1
( )

2

i j m i m j

j m i j i m

m i j m j i

i j j i

a y y b x x

a y y b x x

a y y b x x

a b a b

   
    
    

   


 

在整个区域中将式 2.14 中的积分进行离散，表示成所有单元的线性组合如

式 2.16所示。 

 0

2 2 2

2
0 0

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

( ) ( )

y ye e e

y ye e e

F U U U d k U d k U d

U U d k UU d k UU d

  

  
  

  

                  

             

    

    

τ

τ
 2.16 

式 2.16 中的积分项依次记为积分 1、2、3、4、5 和 6，对比发现积分项 1

和 4，积分项 2和 6，积分项 3和 6非常类似，区别为积分项 4,、5、6 中包含一

次场 0U 。 

① 单元分析 1 

式 2.16中积分项 1，因为哈密顿算子具有矢量性，可以记为 ( ),
x y




 



T ，

积分项 ( )U U  τ 中的乘积可以记 ( ) ( ) ( )TU U U U      τ τ 所以有： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e eU U          T T T T T TTτ N u τ N u u N τ N u  2.17 

将 TN 展开得到： 

   1 1

2 2
i j m

i j m
i j m

a a a
N

x

y

N N
b b b

 
   
           





 

TN E  2.18 

其中矩阵
i j m

i j m

a a a

b b b

 
  
 

E ，因为    T T T
N N ，将其代入上式 2.18得到： 

 2

1
( ) ( ) ( )

4 e eU U   


T T Tτ u E τE u  2.19 

将 2.19代入单元积分中可得： 
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   2 2

1 1
( )

4 4e e e e ee e
U U d d d           

  T T T Tτ u E τEu u E τE u  2.20 

在三角形单元中，面积（）、矩阵E以及张量 τ均为常数，所以式 2.20中

的积分项为： 

 2 2

1 1 1

4 4 4e e
d d 

  
  T T TE τE E τE E τE  2.21 

即单元积分 1为： 

   1)
1

2 2
(

1
ee e eU U d   Tτ u K u  2.22 

其中 1

1

4e  
TK E τE。 

通过矩阵运算，得到单元矩阵（为对称矩阵）的每一项分别为： 

 2 2
11 11 22 12

1
2

4 ii i ik b a ba     


   21 11 22 12

1
( )

4 j j i ji i j ik a b b a b a ba      


 

 2 2
22 11 22 12

1
2

4 j jj jk a b a b    


  31 11 22 12

1
( )

4 i m i m m mi ik a b b a b a ba      


 

 32 11 22 12

1
( )

4 j m j m j m m jk a b b a b a ba      


 

 2 2
11 23 123 2

1
2

4 m m m mk a b a b    


 

对于类似的积分项 4， 

可以写为： 

 02

1
( ) ( ) ( )

4 e eU U    


T T Tτ u E τE u  2.23 

其中 0eu 为在节点处的一次场向量。将其代入单元积分 4中得到： 

  0 0 02 2

1 1
( )

4 4e ee e e ee
U U d d d          

  
  T T T Tτ u E τEu u E τE u  2.24 

同样在三角单元中面积（），矩阵E以及张量 τ 均为常数，所以式 2.24中

的积分项为： 

 2 2

1 1 1

4 4 4e e
d d   

  
  T T TE τ E E τ E E τ E  2.25 

得到单元积分 4为： 

   01

1

2 2
( )

1
e eee

U U d     Tτ u K u  2.26 
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其中 1

1

4e 


TK E τ E。 

② 单元分析 2 

对式 2.16中积分项 2： 

 
2 2 2

2

1 1 1

2 2 2y y
T T T

e e e e ee
e

k U d k d         u NN u u K u  2.27 

已知面积分
! ! !

2
( 2)!

a b c
i j me

a b c
N N N d

a b c
  

   ，其中a ,b , c为非负整数，

易推知，
2

2

2 1 1

1 2 1
12

1 1 2

y
e

k
 

    
  

K 。 

类似的，对式 2.16中积分项 5： 

 
2 2

0 0 2 0

1 1 1

2 2 2y y
T T T

e e e e ee e
k UU d k d          u NN u u K u  2.28 

其中
2

2

2 1 1

1 2 1
12

1 1 2

y
e

k
 

      
  

K  

② 单元分析 3 

式 2.16中积分项 3为边界积分，首先假设边界为 ij。 

已知线积分
! !

( 1)!
a b

i jl

a b
N N d l

a b
 

  ，其中 a，b 为非负整数，其中 l为 ij边

的长度，可得到： 

 
2 2

21
32 2 2 2

0

K (k )1 cos sin 1

2 2K (k )

T
y e e ee

y z y z
k U d

y z y z

  
 

 
 

  u K u  2.29 

其中
2 2

1
3 2 2 2 2

0

2 1K (k ) cos sin

1 26 K (k )
e y

y zl y z
k

y z y z

  
 

  
  

   
K 。 

当边界落在三角形的 im或 jm边上时，也有类似的结论。 

同理，对式 2.16中积分项 6为： 

 30 0

1 1

2 2
T

y e e ee
k UU d    u K u  2.30 
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其中 3

2 1

1 26e y

l
k      

 
K 。 

2.2.3.3 系数矩阵总体合成及求解 

将单元系数矩阵添加到整体系数矩阵中的相应位置得到扩展矩阵，即式 2.31。 

 

2

0

0

1 3

1 2 3

1
( ) ( ) ( )

2

( )

1

2

T
e e e e

T
e e e

T

F U F U   

    

 

   
  

U K K K U

U K K K U

U KU UK U

 2.31 

令式 2.31的变分为 0，得到线性方程组 2.32[25]。 

 0 KU K U  2.32 

求解该线性方程组得到波数域中异常场的电位，然后进行傅里叶反变换得到

空间域中的异常电位。 

 
n

1

( ) ( , )i i
i

u m g U m k


   2.33 

加上一次场即可得到总场电位： 

 0v v u   2.34 

然后根据式 2.35计算视电阻率。 

 s

V
K

I
   2.35 

其中K为装置系数， I 为电流值，V 为电位差，是部分节点的电位 v的线性

组合。 

2.2.3.4 傅氏变换的波数 

对 2.5维直流电阻率法模拟问题，波数的长度与计算时间成正比，同时一般

的波数越长能够达到的模拟精度越高。徐世浙[67]考虑 100m以内的模拟深度，采

用最优化方法选取了 5 个波数。王飞燕[68]针对不同的模型选取了三组不同的波

数，正演模拟取得了较好的精度。韩思旭等[69]采用对正演模拟结果进行校正的

方法，宋滔和王绪本[70]采用最优化方法计算了两组新的波数，分别包含 7个和 9

个波数，他们均实现了对大极距（1km）测量的模拟，并且取得了较高的精度。
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刘云等[27]给出了一组模拟区域在（1～150）C 的范围内的 5 点波数，其中 C 为

缩放比例系数，其计算精度较高。 

本文采用宋滔和王绪本[70]给出的 7点波数，如表 2.1所示。 

表 2.1 7点波数 

Table 2.2 7 wave numbers 

k 0.000893 0.007744 0.028639 0.095209 0.337647 1.338806 5.766963 

g 0.001869 0.007411 0.021980 0.073982 0.283508 1.210810 5.670225 

2.2.3.5 方程求解 

对于有限单元法的模拟问题，最终归结为求解一个大型线性方程组 Ax B

的问题。 

因为 2.5 维问题对应的线性方程组求解规模一般较小（节点数小于一万），

所以采用直接求解法在保证求解精度的同时，计算时间也在接受范围内。本文采

用变带宽存储[25]以及 Cholesky分解法进行求解[71,72]。 

2.2.3.6 欧拉角的简化处理 

式 2.31和式 2.32中的方程组还需计算波数域中的一次场电位 0U ，点源均匀

半空间中各向异性介质的电位表达式为[73]： 

 
1

2 1

2

I
v

B


ρ
 2.36 

其中 ( ) ( )TB     0 0r r ρ r r ，ρ为均匀半空间电阻率张量， 0r 为点源位置向

量，r为待求点向量。将式 2.36直接展开进行傅里叶变换非常困难，因此本报告

采用简化欧拉角的方法进行处理，即假设二维构造下点源附近的介质（背景介质）

电性主轴与观测坐标系的夹角为零，可得到： 

 ( ), ,x y zdiag     
2 2 2

1

y zx

B
x y z  


 

 2.37 

对式 2.37进行傅里叶变换，得到傅氏空间中电位表达式为： 

 
1

2
2 2

0( , , ) ( )
2 x KU k y z z

I
k y


 


  2.38 

计算得到波数域中的一次场后，代入式 2.31和式2.32便可得到线性方程组，
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最后进行求解。 

2.2.4 算例分析 

下面通过算例验证算法的正确性，对比总场法和二次场法。 

模型如图 2.6所示[25]为两层模型，其中第一层为 VTI（Vertical Transverse 

Isotropy）介质，第二层为各向同性介质。在 A点供入 1A的电流，1至 10号为

接收电极，且电极距为 1m。 

19Ω m

1m
0.5Ω mx y   

2.0Ω mz  

A 1 2 3 4 5 10

⋯⋯

 

图 2.6 模型 1两层含 VTI介质模型 

Fig 2.6 Model 1: Two layers with VTI media model 

分别使用总场法和异常场法进行模拟，模拟结果与解析解分别进行对比如表 

2.2所示。 

表 2.2 数值解与解析解对比 

Table2.2 The comparison of numerical solution and analytical solution 

测点位置 解析解(V) 总场法(V) 相对误差(%) 异常场法(V) 相对误差(%) 

1 0.3399 0.3510 3.2737 0.3378 0.6120 

2 0.2538 0.2600 2.4406 0.2536 0.0827 

3 0.2189 0.2204 0.7066 0.2193 0.2010 

4 0.1968 0.1977 0.4289 0.1973 0.2388 

5 0.1805 0.1802 0.2028 0.1810 0.2603 

6 0.1676 0.1668 0.4738 0.1681 0.3043 

7 0.1569 0.1560 0.5653 0.1573 0.2549 

8 0.1478 0.1469 0.5956 0.1483 0.3179 

9 0.1400 0.1391 0.6227 0.1405 0.3643 

10 0.1331 0.1322 0.6636 0.1335 0.2930 

模拟结果显示，使用异常场法精度较高，所有点相对误差均在 1%以内，而

总场法在点源附近误差较大，并且整体的相对误差也比异常场法高。 

2.3 三维直流电阻率法各向异性介质数值模拟 
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本章主要讨论结合非结构网格，实现对各向异性介质直流电阻率法的模拟，

同样主要考虑使用二次场法进行模拟。 

2.3.1 点源三维各向异性介质电场的变分问题 

在地表 A点供入电流 I，如图 2.7所示。 



s
A

 

图 2.7 三维点源示意 

Fig 2.7 Point Source in three dimension space 

总场电位满足的微分方程如 2.39所示。 

 ( ) 2 ( )u I A  σ  2.39 

在地表边界 s 处，满足的边界条件为： 

 ) 0(
s

nu


 σ  2.40 

远边界为  ，假设研究区域的异常对  边界上的电位没有影响，假设均匀

半空间点源设置在地表的 0r 处，则地下三维空间中任意点的电位如式 2.41所示： 

 
1

2 1

2

I
v

B


ρ
 2.41 

其中ρ 为电阻率张量， ( ) ( )TB     0 0r r ρ r r ，r 为求解点的位置。 

对式 2.41求边界外法向的倒数，并进行变换得到混合边界条件如式 2.42所

示。 

 
| | cos( , )

( ) 0v v
B

 
  0 0

n

r r r r n
σ  2.42 

其中n为边界的外法向单位向量， cos( , ) 0r r n 为点源与边界的矢径与外法

向的夹角的余弦，点电流源产生的电位满足的边值问题如式 2.43所示。 
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( ) 2 ( ) ( )

0 ( )

| | cos( , )
( ) 0 ( )

s

v I A a

v
b

n

v v c
B





    

  

 
   

0 0
n

σ

r r r r n
σ

 2.43 

同样为了消除源的影响提高求解精度，对二次场进行讨论。假设背景电导率

张量为 pσ （电导率张量 1( )σ ρ ），有： 

 p  σ σ σ  2.44 

其中σ和 σ 分别为地下电导率张量和异常电导率张量，假设背景场电位为 0u

有： 

 0v u u   2.45 

其中 v 和 u 分别为总场电位和二次场电位，同时在地表 0u 和 u 满足式 2.46。 

 0( ) 0
s

nu


 σ ， ) 0(
s

nu


 σ  2.46 

远边界上背景场和二次场同样满足边界条件式 2.42，结合式 2.44、2.45，得

到二次场电位u满足的混合边界条件为式 2.47。 

 0 0( ) ( ) ( )pu u q q u qu       σ n σ n  2.47 

其中
cos( , )

p
p

q
B

 0 0r - r r - r n
，

cos( , )
q

B
 0 0r -r r -r n

， ( ) ( )T
p pB     0 0r r ρ r r ，

( ) ( )TB     0 0r r ρ r r 。综上所述，二次场u满足的边值问题为式 2.48。 

 0

0

0 0

( ) ( ) 0 ( )

0, 0 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

s

p

u u a

u u
b

n n

u u q q u qu c

         

     

         

σ σ

σ n σ n

 2.48 

使用加权余量法求得式 2.48对应的变分问题，得到式 2.49。 
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2
0 0

1 1
( ) ( ) + ( ) ( )

2 2

( ) 0

pF u u u d u u d qu d q q u ud

F u

    

            


 

   σ σ
 2.49 

式 2.49即为求解二次场的变分问题。 

2.3.2 有限单元法求解 

下面主要讨论结合非结构网格，求解式 2.49中的变分问题。 

2.3.2.1 区域剖分 

使用有限单元法求解变分问题，需要将求解区域以及一定的扩展边界区域进

行离散，如图 2.8所示为结构网格剖分，研究区域内采用等间距网格或按电极的

位置设置网格，如电极距 d ，如图 2.8中红色区域，研究区域以外为扩展网格区

域，如图 2.8中虚线所示区域，按照等差或等比逐渐增大，直到形成区域的边界。 

 

图 2.8 结构网格区域剖分 

Fig 2.8 structured grids 

采用该网格的好处是程序容易实现，网格数量少且可控，并且许多已有的反

演框架是基于结构网格，使得后期对反演的研究也较为容易实现。 

结构化网格也存在许多问题，例如实现对复杂构造的建模，即使正演计算中

采用四面体网格，但是因为采用结构化网格，对复杂模型的建模变得困难；在有

限元模拟含钝角的网格会使计算结果误差变大，而在结构化网格中存在大量这种

变形的网格，如边界处的网格；不易实现局部的加密，这大大限制了有限元的计

算能力。而这些缺点在非结构网格中均可得到克服。 
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在三维网格剖分时，本报告同样采用开源软件 Gmsh[66]来生成非结构网格，

如图 2.9所示。 

 

图 2.9 Gmsh网格示意 

Fig 2.9 unstructured grids generated by Gmsh 

使用该开源软件生成网格，只需要将关注点移到异常体的位置形态，电极的

分布，需要加密的区域以及整体区域的大小即可，网格的生成、编号等工作均交

给 Gmsh来管理。 

2.3.2.2 单元分析 

如图 2.9所示，Gmsh生成网格的基本单元为四面体单元，如图 2.10所示： 

 

图 2.10 四面体单元示意 

Fig 2.10 Tetrahedral element 

假设节点处的场值分别为 1u ， 2u ， 3u ， 4u ，四面体中电位采用线性插值，四
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面体单元内任意点的电位可用这四个角点的电位进行线性插值得到： 

 
4

1 1 2 2 3 3 4 4
1

i i
i

u N u N u N u N u N u


       T TN u u N  2.50 

其中 1 2 3 4( , , , )N N N NTN ， 1 2 3 4( , , , )u u u uTu 。 

式中 iN 是形函数，以 1N 为例，其表达式为： 1
1 1 1 1 1

1
( )

6e e

V
N a x b y c z d

V V
     ， 

其中
2 2

1 3 3

4 4

1

1

1

y z

a y z

y z

 ，
2 2

1 3 3

4 4

1

1

1

x z

b x z

x z

  ，
2 2

1 3 3

4 4

1

1

1

x y

c x y

x y

 ，
2 2 2

1 3 3 3

4 4 4

x y z

d x y z

x y z

   

式中 eV 为该单元的体积， 2N ， 3N ， 4N 可依次类推。 

将变分问题式 2.49在区域离散化，表示成所有单元的线性组合，即： 

 

   0

2
0

1
(u) ( ) ( )

2

1
( )

2

e e

pe e

F u u d u u d

qu d q q u u d

 

 

         

         

  

  

σ σ
 2.51 

分别记 2.51 等式中的积分为积分项 1、2、3 和 4，从式中可以发现积分 1

和 2非常相似，积分 3和积分 4也非常相似，下面分别进行分析。 

① 单元分析 1 

在单元内对式 2.51 的积分项 1 中的 ( )u u  σ 进行分析，因为哈密顿算子具

有矢量性，可以记为 , ),(
x y z

 





 
T

，所以有 ( ) ( ) ( )Tu u u u      σ σ ，式 2.51

中积分 1的积分项可以写为式 2.52。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e ee eu u          T T TTT T TN u N u u N Nσ σ uσ  2.52 

对其中 TN 展开进行计算得到： 

  
1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

1 1

6 6e e

a a a a

N N N N b b b b
V V

c c c

x

y

z

c







 
 
   
          
    
  
 

TN E  2.53 
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其中 eV 为单元的体积，
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

a a a a

b b b b

c c c c

 
   
  

E 。因为    T T T
N N ，将其代

入式 2.52，单元积分的积分项化简为： 

 2

1
( ) ( ) ( )

36 e e
e

u u
V

     TT T Eσ σu E u  2.54 

所以第一项单元积分为： 

   2

1
( )

36 e e
e

e e
u u d d

V
           TTσ u EσE u  2.55 

因为在四面体单元内，四面体的体积为常数，矩阵E以及电导率张量σ也为

常数，可以写到积分号以外，同时
1

e
e
d

V
 ，代入式 2.55，得到： 

   12

1
( )

36 e e ee ee
e

u u d
V

       TT Tσ u Eu u KσE u  2.56 

其中： 

 1

1

36
T

e
e V
K E σE  2.57 

积分项 2与积分项 1基本一致，所以可以得到式 2.58。 

 0 1 0( ) T
e e ee

u u d     σ u K u  2.58 

其中： 

 1

1

36
T

e
eV

 K E σE  2.59 

② 单元分析 2 

对式 2.51 的积分项 3，假设外边界面落在面积单元 123 上，存在

2
2123

T
e e equ d  u K u ，其中 123

2

2

1 2

1 1 212

0 0 0 0

e

S
q

 
 
  
 
 
 

K ， 123S 为外边界面 123 的面

积。 
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同理如果边界单元为 134 ，那么单元矩阵为 134
2

2

0 0

1 0 212

1 0 1 2

e

S
q

 
 
  
 
 
 

K 。 

类似的，如果外边界面落在面积单元 123 上，在积分项 4 中有

0 2 0123
( ) T

p e e eq q u ud    u K u 。 

其中 123
2

2

1 2
( )

1 1 212

0 0 0 0

pe

S
q q

 
 
    
 
 
 

K  

对于边界为其它边界面的情况，只需要将上式中三角形的面积替换成相应边

界的面积，然后将矩阵中的元素对应修改即可。 

2.3.2.3 系数矩阵总体合成及求解 

将单元系数矩阵添加到整体系数矩阵中的相应位置得到扩展矩阵，即式 2.60。 

 

1 2

1 2

0

0

1
( ) ( ) ( )

2

( )

1

2

T
e e e

T
e e

T

F u F  

  

 

  
 

u u K K u
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 2.60 

令式 2.60的变分为 0，得到线性方程组 2.61。 

 0 Ku K u  2.61 

求解该线性方程组即可得到二次场电位值向量 u，即可得到总场电位为

0 v u u。 

2.3.2.4 方程的求解 

对于三维问题，待求解的线性方程组规模较大，一般可以达到几万甚至几十

万个未知数，一般采用共轭梯度（CG）迭代法进行求解。在实际点源场模拟中，

形成的刚度矩阵A的条件数通常较大[74,75]，直接将 CG法应用到点源场的问题中

其收敛速度缓慢，很难满足科研和实际生产的需要。在实际模拟中，预条件共轭

梯度法（PCG）已经得到广泛应用，并取得了较好的效果，本文采用 SSORCG
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（Symmetric Successive Over-Relaxation Conjugate Gradient）法进行求解[76,77]。 

2.3.3 算例分析 

下面通过算例验证并分析各向异性介质的响应。 

2.3.3.1 层状介质 

图 2.11给出了一个两层各向异性模型。 

5m

y

x

z

100Ω mx z   
0     

10Ω my  

10Ω mx z   
0     

1Ω my  

 

图 2.11 含方位角的两层各向异性介质介质 

Fig 2.11 A two-layered model with azimuthal anisotropy 

模型参数如图 2.11 中所示，在该模型中水平方向的电阻率不一致，电极均

在 x方向设置，距离源 1到 10m之间每隔 1m设置一个电极，然后在 10m，30m，

50m之间每隔 5m设置一个电极，在电极处进行加密得到的网格如图 2.12所示，

剖分得到 9639 个节点，58881 个四面体单元。从图中可以看到第一层介质以及

两两层介质交界处的网格剖分得较密。 

 

图 2.12 层状介质剖分网格示意 

Fig 2.12 Grids of layered model 

Li and Spitzer [34]对该模型进行了模拟，给出了在 x方向上的二极装置的视电
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阻率曲线图。将本报告的计算结果与 Li的结果进行对比，如图 2.13所示。 

 

图 2.13 含方位角的两层各向异性介质介质模拟结果 

Fig 2.13 Apparent resistivity of pole-pole array along x dirextion for a two-layered model with 

azimuthal anisotropy compaerd with Li’s results. 

从图中可以看出两者结果吻合较好，数据误差在 1%以内。从结果中可以发

现，在 x方向上测量时，小极距的视电阻率接近第一层的平均电阻率31.6Ω m ，

大极距时，视电阻率接近3.16Ω m ，为基底的平均电阻率。 

2.4 小结 

本章主要研究了基于二次场法的 2.5维、三维直流电阻率法各向异性介质有

限元数值模拟技术，同时基于非结构网格，可以实现对复杂介质的模拟。文中主

要介绍了通过简化欧拉角的方式计算得到傅氏空间中电位，从而实现基于二次场

法的 2.5维点源场的模拟。并通过算例分析，验证了 2.5维和三维算法的正确性。 
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第3章 各向异性介质中横、纵向电阻率对观测的影响 

宋滔[30]讨论了不同观测装置下横、纵向电阻率异常的响应，但是他并没有

对产生这个现象的原因进行分析，本章首先通过正演模拟来分析总结不同装置下

横、纵向电阻率的响应特点，然后通过对电流密度的计算，分析造成这种结果的

原因。 

3.1 横、纵向电阻率对观测的影响 

因为研究目标主要是横、纵向电阻率的影响，所以本章中的模拟均采用 2.5

维模拟进行计算。设置模型的形态均一致，如图 3.1所示，异常体距离地面 3m

大小为3 3 m，背景介质为各向同性介质电阻率为 10 m0o    ，在地表进行测

量设置 41个电极，异常体位于测量区域的中心。 

y

x

z

3m

3m

3m

0 10 m0   1

 

图 3.1 含异常体模型 

Fig 3.1 2-D model with an anomalous body 

3.1.1 低阻异常体 

为了对比横向和纵向电阻率对测量结果的影响，算例中设置图 3.1中的异常

体为三个不同的电阻率各向异性模型，模型 1 异常体为各向同性电阻率为

10 m    ，模型 2异常体为各向异性电阻率为 m10x y     ， 10 m0z    ，

模型 3异常体为各向异性，电阻率为 10 m0x y     ， 10 mz   。 

取对称四极装置结果中极距 AB为 3m、7m、11m和 21m的视电阻率曲线进
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行对比，结果如图 3.2所示。 

 

(1) AB=3 m 

 

(2) AB=7 m 

 

(3) AB=11 m 

 

(4) AB=21 m 

图 3.2 含低阻异常体模型极距为 3m、7m、11m和 21m模拟结果曲线图 

Fig 3.2 The apparent resistivity of model with low resistivity abnormal body in different pole 

distance 

(a) AB=3m, (b) AB=7m, (c) AB=11m, (d) AB=21m 

图中MD-10代表异常体电阻率为10 m 的模型；MD-10-100代表异常体电

阻率为 m10x y     ， 10 m0z    的模型；MD-100-10 代表异常体电阻率

为 10 m0x y     ， 10 mz   的模型。 

从模拟结果可以清晰得看出当极距较小时，对称四极法反映的是较浅介质的

电性，所以三个模型的结果相近，均接近100 m ，当极距变大时，受到不同异

常体的影响，三个模型的视电阻率曲线出现分离。 
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图 3.2 中 MD-100-10 模型在四个不同的极距下，视电阻率的值均与背景电

阻率较为接近，为100 m ，其异常体的横向电阻率为100 m ，纵向电阻率为

10 m ，而MD-10-100模型的模拟结果与异常体为各向同性的10 m 的模拟结

果较为接近。 

分别给出三个模型的视电阻率剖面图，如图 3.3所示。 

 
(a) MD-10 

 
(b) MD-10-100 

 
(c) MD-100-10 

图 3.3 低阻异常体对称四极装置视电阻率剖面 

Fig 3.3 The apparent resistivity pseudosection of model with low resistivity abnormal body by 

symmetric quadrupole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

从视电阻率剖面图可以看出，MD-10与 MD-10-100的模拟结果异常形态和

视电阻率值均较为相似，最小值均为75 m ；而MD-100-10的模拟结果与其它
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两个模型差别较大，并且整体接近背景电阻率和异常体的横向电阻率值100 m 。 

模拟结果显示在使用对称四极法时，异常体横向电阻率对测量结果的影响较

大，而异常体的纵向电阻率对测量的影响较小。 

下面分别对比二极装置、正向三极装置以及偶极偶极装置进行模拟分析。 

二极装置的模拟结果如图 3.4所示。 

 
(a) MD-10 

 
(b) MD-10-100 

 
(c) MD-100-10 

图 3.4 低阻异常体二极装置视电阻率剖面 

Fig 3.4 The apparent resistivity pseudosection of model with low resistivity abnormal body by 

pole-pole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

模拟结果显示，与对称四极装置的结果相似，异常体的纵向电阻率对模拟结

果影响较小，并且二极装置对异常体横向电阻率的变化反映也没有对称四极灵敏。
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在模型 MD-10-100 的模拟结果中，最小电阻率为90 m ，而模型 MD-10 的模

拟结果最小电阻率为80 m 。但是从模拟结果发现当异常体仅存在纵向电阻率

的变化（MD-100-10）时，二极装置能够较为准确地反映异常体的范围和位置。 

偶极偶极装置模拟结果如图 3.5所示。 

 
(a) MD-10 

 
(b) MD-10-100 

 
(c) MD-100-10 

图 3.5 低阻异常体偶极偶极装置视电阻率剖面 

Fig 3.5 The apparent resistivity pseudosection of model with low resistivity abnormal body by 

dipole-dipole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

模拟结果显示偶极偶极装置对异常体纵向电阻率的反映较好，并且对异常体

的位置和形态也有较好反映（MD-100-10）。异常体水平方向的电阻率同样对模

拟结果影响较大，并且与各向同性异常体的结果相似。 



各向异性介质中的直流电场与极化场有限元模拟研究 

34 

3.1.2 高阻异常体 

同样设置图 3.1 中的异常体为三个不同的电阻率模型，模型 1（MD-1000）

异常体为各向同性电阻率为 1000 m   ，模型 2（MD-1000-100）异常体为各向

异性电阻率为 100 m0x y     ， 10 m0z    ，模型 3（MD-100-1000）异常

体为各向异性电阻率为 10 m0x y     ， 100 m0z    。 

模拟对称四极装置，取极距 AB分别为 3m、7m、11m和 21m的视电阻率进

行对比，结果如图 3.6所示。 

 

(1) AB=3 m 

 

(2) AB=7 m 

 

(3) AB=11 m 

 

(4) AB=21 m 

图 3.6 含高阻异常体模型极距为 3m、7m、11m和 21m模拟结果曲线图 

Fig 3.6 The apparent resistivity of model with high resistivity abnormal body in different pole 

distance. (a) AB=3m, (b) AB=7m, (c) AB=11m, (d) AB=21m. 
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与低阻异常体模型的模拟结果类似，极距较小时三个模型的结果相近均接近

100 m ，当极距变大时，受到不同异常体的影响三个模型的视电阻率曲线出现

分离。并且视电阻率曲线受到纵向电阻率的影响较小，图 3.6 中 MD-1000-100

模型的模拟结果与MD-1000的模拟结果较为相似，并且极大值也非常接近。 

下面分别给出对称四极、二极装置以及偶极偶极装置对应的模拟结果，分别

如图 3.7、图 3.8、图 3.9所示。。 

对称四极装置的视电阻率剖面，如图 3.7所示。 

 

(a) MD-1000 

 

(b) MD-1000-100 

 
(c) MD-100-1000 

图 3.7 高阻异常体对称四极装置视电阻率剖面 

Fig 3.7 The apparent resistivity pseudosection of model with high resistivity abnormal body by 
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symmetric quadrupole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

 
(a) MD-1000 

 
(b) MD-1000-100 

 
(c) MD-100-1000 

图 3.8 高阻异常体二极装置视电阻率剖面 

Fig 3.8 The apparent resistivity pseudosection of model with high resistivity abnormal body by 

pole-pole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

 
(a) MD-1000 
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(b) MD-1000-100 

 
(c) MD-100-1000 

图 3.9 高阻异常体偶极偶极装置视电阻率剖面 

Fig 3.9 The apparent resistivity pseudosection of model with high resistivity abnormal body by 

dipole-dipole array. (a) model MD-10, (b) model MD-10-100, (c) model MD-100-10. 

从以上模拟结果可以发现，各向异性的高阻异常与低阻异常有类似的结论，

即纵向电阻率对数值模拟结果影响相对较小，二极装置和偶极偶极装置对纵向电

阻率反映相对灵敏，能够较为准确地反映异常体的形态和位置。 

3.2 电流密度分析 

直流电阻率法勘探的原理是向地下供入稳定电流，当地下存在异常体时，电

流受到影响，反映在地表即接收到的电位信号的异常，最终反映为视电阻率的异

常，所以推测是因为电流密度分布的不同，导致了不同装置下横、纵向电阻率勘

探能力的不同。 

为了验证这个想法，首先给出电流密度的模拟计算方法，然后通过模拟不同

装置的电流密度分布以及异常电流密度分布，进行分析验证。 

3.2.1 电流密度的计算 

欧姆定律可以写为式 3.1： 
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 j σE  3.1 

其中： 

 ( , , )T
x y zj j yj  3.2 

 ( , , )T
x y zE E EE  3.3 

对于各向同性介质电导率 σ 为标量，所以电流密度 j和电场E始终平行，

但是当介质为各向异性时，即 1σ ρ 为张量时，电流密度和电场一般不再平行[34]，

当构造为二维时即介质在 x方向不变，选择 y-z平面为研究平面，此时电导率张

量可以记为式 3.4。 
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将式 3.2、3.3和 3.4带入 3.1中，得到在 y和 z方向上的电流密度表达式为

式 3.5 
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 3.5 

稳定电场 E和电位 v之间的关系如式 3.6所示。 

 v E  3.6 

在 y-z平面上，可以得到式 3.7。 
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 3.7 

其中
v

y



和

v

z



为空间电位在 y和 z 方向上的偏导数，图 3.10 中给出了在矩

形单元中根据四个节点的电位值计算电场的示意。 
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图 3.10 在矩形单元中计算电场示意 

Fig 3.10 Use four rectangular nodes to calculate the electric field 

在单元中心的电场计算方式如式 3.8所示。 
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 3.8 

在矩形单元内式 3.7中的偏导数可以通过式 3.9计算得到。 
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 3.9 

所以电场在 y和 z方向上的分量可以通过矩形单元的四个节点计算得到，如

式 3.10所示。 
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 3.10 

将式 3.10带入式 3.5中即可得到电流密度在 y和 z方向上的分量。 

为了结合矩形网格计算电流密度，在本章的计算中采用的结构网格进行剖分，

首先将整个计算区域采用矩形进行规则的剖分：在研究区域内采用等间距网格或

按电极的位置设置节点，如图 3.11 中红色区域；在研究区域以外的稀疏网格部

分，按照等比的方式逐渐增大网格，形成稀疏网格和有限元的边界。 



各向异性介质中的直流电场与极化场有限元模拟研究 

40 

 

图 3.11 研究区域和稀疏网格 

Fig 3.11 Research area and sparse grid 

然后将四边形网格剖分成四个三角形，最终形成的网格如图 3.12 所示，剖

分的基础单元依然是三角单元。 

 
图 3.12 区域网格剖分 

Fig 3.12 Regional grid segmentation 

3.2.2 点电流源 

下面通过计算、绘制点电流源的电流密度分布，来分析其电场分布特点。 

为了方便对比上节中的模型，在以下的例子中均设置与图 3.1中模型对应的

观测参数，即在地表放置 41个电极，电极距均为 1m，向地下供入的电流为 1A。 

首先观察均匀半空间模型，背景电阻率为 0 100 m   的模型，当在 5号电

极供入 1A电流时电流密度如图 3.13所示。 
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图 3.13 均匀半空间点源场电流密度分布 

Fig 3.13 Uniform half-space current density distribution caused by a point source 

图中箭头的方向即为电流密度的方向，颜色指示了电流密度的强度，色标如

图中右侧所示。同时为了突出电流密度的变化，在图中均对电流密度强度取以

10为底的对数，图中 A指示了点电流源位置（以下图示相同）。 

从图 3.13中可以明显发现在水平方向距离点电流源 A一定距离后，电流密

度水平方向上的分量越大，即以水平方向流动为主，同时电流密度随距离的衰减

非常快。 

图 3.14给出了图 3.1中对应模型MD-10的电流密度分布，图中红色矩形区

域为模型中的异常体位置。 

 

图 3.14 模型MD-10点源电流密度分布 

Fig 3.14 Current density distribution for MD-10 caused by a point source 

从图中可以明显观察到在红色矩形框靠近点源的位置，电流密度受到低阻异

常体的影响向矩形框也就是异常体聚集，这显然是符合欧姆定律的。 

因为在正演模拟中计算得到了二次场电位，所以在此直接给出二次场的电流

密度分布，即由异常体导致的电流密度分布，如图 3.15所示。 
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图 3.15 模型MD-10点源二次场电流密度分布 

Fig 3.15 The current density distribution of secondary field caused by MD-10, using point source 

从图 3.15 中可以发现，二次场的电流密度主要分布在异常体附近，异常幅

度最大的值也分布在红色区域附近。 

图 3.16和图 3.17分别给出了模型MD-10-100和模型MD-100-10的点源电

流密度分布。 

 

图 3.16 模型MD-10-100点源电流密度分布 

Fig 3.16 Current density distribution for MD-10-100, using point source 

 

图 3.17 模型MD-100-10点源电流密度分布 

Fig 3.17 Current density distribution for MD-100-10, using point source 

对模型MD-10-100，电流在异常体区域内主要沿着 y方向流动，此时异常体

中的横向电阻率为 10 mL   相对背景电阻率和异常体的纵向电阻率更小，这

就导致了电流的横向流动。类似的，对模型 MD-100-10，异常体的纵向电阻率

10 mT   更低，也就导致了电流有向纵向流动的趋势。 
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同样，绘制出模型MD-10-100和模型MD-100-10的二次场电流密度分布，

分别如图 3.18和图 3.19所示。 

 

图 3.18 模型MD-10-100点源二次场电流密度分布 

Fig 3.18 The current density distribution of secondary field caused by MD-10-100, using point 

source 

 

图 3.19 模型MD-100-10点源二次场电流密度分布 

Fig 3.19 The current density distribution of secondary field caused by MD-100-10, using point 

source 

从图 3.18和图 3.19中可以更加明显发现，异常电流密度主要集中在异常体

附近。横向的相对低阻导致了电流密度的横向流动，同理纵向也可以得到类似结

论，所以点源场对横、纵向电阻率异常均有一定的识别能力。同时可以发现相同

幅度的电阻率异常，纵向电阻率引起的二次场电流密度相对横向电阻率引起的二

次场电流密度更小，图中分别显示为-3.5 和-3.0，反映到勘探中即纵向电阻率引

起的观测异常相对横向异常更小，这与上一节中的结论相符。 

3.2.3 对称四极装置 

当在 5号电极供入 1A的电流，在 35号电极供入-1A的电流时，均匀半空间

模型的电流密度分布如图 3.20所示。 
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图 3.20 对称四极装置均匀半空间电流密度分布 

Fig 3.20 Uniform half-space current density distribution caused by Wenner array 

从图中可以明显看到电流密度在 AB极之间主要在 y方向流动，而测量区域

也在这之间，所以可以推测对称四极装置对 z方向，即纵向电阻率的分辨能力非

常差。 

同样，计算并绘制出三个不同模型的电流密度分布，如图 3.21所示。 

 

(1) MOD-10 

 

(2) MOD-10-100 

 

(3) MOD-100-10 

图 3.21 对称四极装置三个不同模型的电流密度分布 

Fig 3.21 The current density distribution of three models caused by Wenner array 
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图  3.21 中 MOD-10 和 MOD-10-100 的电流密度分布非常相似，而

MOD-100-10 的电流密度分布与均匀半空间的电流密度分布图 3.20 非常相似，

即模型MOD-100-10对电流密度基本没有影响。 

图 3.22给出了三个模型对应的二次场电流密度。 

 

(1) MOD-10 

 

(2) MOD-10-100 

 

(3) MOD-100-10 

图 3.22 对称四极装置三个不同模型的二次场电流密度分布 

Fig 3.22 The current density distribution of secondary field caused by three models, using Wenner 

array 

同样的，模型MOD-10和模型MOD-10-100产生的二次场电流密度主要以 y

方向为主，而模型MOD-100-10产生的二次场电流密度主要以 z方向为主，同时

可以发现模型 MOD-10 和模型 MOD-10-100 产生的二次场电流密度幅度比模型

MOD-100-10 产生的二次场电流密度幅度大了一个数量级，所以模型

MOD-100-10产生的观测异常非常小。 
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通过以上的模拟可以发现，对称四极装置对纵向电阻率异常不敏感，主要是

因为装置的电流密度分布以横向为主，所以其视电阻率中的异常主要是横向电阻

率导致的。 

3.2.4 偶极源 

对偶极偶极装置，分别在 5号和 7号电极供入 1A和-1A的电流，其均匀半

空间下的电流密度分布如所示。 

 

图 3.23 均匀半空间偶极源电流密度分布 

Fig 3.23 Uniform half-space current density distribution caused by a dipole source 

在偶极源（5-7 号电极）下方电流主要以水平方向流动为主，在 10-15 号电

极之间电流以纵向为主。偶极源的电流密度分布解释了其对纵向电阻率具有一定

的探测能力。 

同样的，给出了三个模型下偶极源的电流密度分布。 

 

(1) MOD-10 

 

(2) MOD-10-100 



各向异性介质中横、纵向电阻率对观测的影响 

47 

 

(3) MOD-100-10 

图 3.24 偶极源三个不同模型的电流密度分布 

Fig 3.24 The current density distribution of three models caused by a dipole source 

图中可以看到电流密度曲线受到异常体的影响，在红色区域附近变得扭曲。

同样，给出他们的二次场电流密度分布，如图 3.25所示。 

 

(1) MOD-10 

 

(2) MOD-10-100 

 
(3) MOD-100-10 

图 3.25 偶极源三个不同模型二次场电流密度分布 

Fig 3.25 The current density distribution of secondary field caused by three models, using dipole 

source 
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偶极源二次场电流密度在异常体处的分布与点电流源非常类似，模型

MOD-10-100在异常体处的二次场电流密度主要沿着 y方向，模型 MOD-100-10

异常体处的二次场电流密度主要沿着 z方向，而模型 MOD-10主要是 y-z方向。

同时模型MOD-100-10产生的二次场幅度也较小，所以其观测得到的异常也较小。 

对模型 MOD-10-100，当偶极源移动到异常体上方时，横向电阻率 L 对电

流密度的影响起主要作用，而异常体的横向电阻率为10 m 小于背景电阻率，

所以其异常能够得到反映，而此时对应在视电阻率剖面上的位置为图 3.26 中的

蓝色矩形区域附近。当偶极源与异常体有一定水平距离时，例如当偶极源在 15-17

号电极处，电流密度在异常体处主要以纵向流动为主，异常体处的纵向电阻率与

背景一致，电流基本没有受到影响，所以视电阻率也没有异常，对应在视电阻率

剖面上的位置为图 3.26 中的红色矩形区域附近，也就是说在模型 MOD-10-100

中红色区域附近基本不能反映出介质的纵向异常，这也解释了图 3.5(b)中的奇怪

现象。 

 

图 3.26 偶极偶极装置示意 

Fig 3.26 Dipole-dipole array 

3.3 小结 

本章通过对不同横、纵向电阻率的异常体模型进行多装装置的模拟对比，以

及对电流密度的分析我们得到以下几点结论。 

1. 一般的，直流电阻率法勘探中横向电阻率异常对视电阻率的影响比纵向

大。 

2. 对称四极装置对纵向电阻率异常不敏感，二极装置和偶极偶极装置相对

对称四极装置而言，其对纵向电阻率异常有一定分辨能力。 

3. 一般的偶极偶极装置的异常更为明显，横向电阻率异常在对应视电阻率
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剖面异常体的两侧较为明显，而纵向电阻率异常在视电阻率剖面中出现在对应异

常体附近的位置。 

4. 造成不同装置下横、纵向电阻率异常不同分辨能力的原因是电流密度的

分布，所以在实际勘探中，如果知道目标区域电性各向异性的特点，就可以根据

模拟结果，选用效果更好的勘探装置。 
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第4章 时间域激发极化法中电性各向异性介质的特点 

本章主要讨论激发极化法宏观各向异性的表现，以及电性各向异性中的各向

异性反常现象。并通过数值模拟研究各向异性介质极化率的响应。 

4.1 极化率宏观各向异性 

对激发极化法现有的研究主要集中在各向同性介质中[2,78]，而激发极化效应

是否具有各向异性是值得研究的。在本报告的研究中暂时不考虑介质的微观各向

异性，即矿物、晶体在不同方向上发育特征不一样等引起的各向异性，仅考虑宏

观各向异性，即薄互层介质引起的各向异性。 

4.1.1 薄互层介质电阻率宏观各向异性 

Wiese [79]给出了电阻率薄互层介质宏观各向异性的表现，在本节中给出简单

的证明。 

假设薄互层介质如图 4.1所示。 

1 1,h
22 ,h

T

L
33 ,h
44 ,h

 

图 4.1 薄互层介质电阻率示意 

Fig 4.1 thin interbed isotropic resistivity series 

假设每层介质为各向同性，每层的厚度为݄，电阻率为ߩ，a 和 b 分别为介

质的长和宽。该介质在宏观上表现为各向异性介质，其各向异性电阻率分别为：

垂直方向்ߩ，水平方向ߩ。 

从横向测量时，即电流沿着水平方向流动，此时各个介质层可以视为电阻的



各向异性介质中的直流电场与极化场有限元模拟研究 

52 

并联，每层的电阻为ܴ ൌ
ఘ


，电导为 ܵ ൌ


ఘ
，根据电阻并联的公式得到水平方

向的电阻如式 4.1所示。 

 ܴ ൌ
1
∑ ݏ

ൌ
1

∑݄ܽߩܾ

ൌ
ܾ

ܽ∑
݄
ߩ

 4.1 

假设水平方向测量得到的电阻率为ߩ，那么水平方向的电阻也可表示为式

4.2。 

 ܴ ൌ
ܾߩ
ܽ ∑݄

	 4.2 

垂直方向真实的厚度为∑݄，通过简单的推导可得到横向电阻率如式 4.3 所

示。 

 ρ ൌ
∑݄

∑
݄
ߩ

	 4.3 

即得到了宏观横向电阻率的表达式，可见它与薄互层各层的电阻率与厚度有

关，与薄互层的长度和宽度无关。 

类似的，纵向测量时，即电流沿着垂直方向流动，此时各个介质层可以视为

电阻的串联，每层的电阻如 4.4所示。 

 R୧ ൌ
݄ߩ
ܾܽ

 4.4 

根据电阻的串联原理，纵向电阻如式 4.5所示。 

 Rୣ୯ ൌ ∑R୧ ൌ ∑
݄ߩ
ܾܽ

ൌ
்ߩ ∑݄
ܾܽ

 4.5 

所以得到纵向电阻率的表达式如 4.6所示。 

 ρ ൌ
݄ߩ∑
∑݄

 4.6 

即得到了宏观纵向电阻率的表达式，同样它仅与薄互层各层的电阻率与厚度

有关。 

4.1.2 薄互层介质极化率宏观各向异性 

薄互层介质如图 4.2所示。 
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1 1 1, ,h m
2 2 2, ,h m

Tm

Lm
2 3 2, ,h m

3 3 3, ,h m

 

图 4.2 薄互层介质极化率示意 

Fig 4.2 thin interbed isotropic chargeability series 

如图 4.2所示，每层介质的极化率为m୧，电阻率为ߩ，厚度为݄。根据极化

率的定义，当下地下供入稳定电流时，测量得到两个电压，即一次场电压（ܷ）

和总场电压（ܷᇱ），其中一次场为没有极化效应时的电场，总场为受到极化效应

影响的电场。 

由于供入电流一致为 I，根据欧姆定律有式 4.7。 

 
ܷ ൌ  ܴܫ

ܷᇱ ൌ  ᇱܴܫ
4.7 

根据上一节的推导，没有受到极化效应的横向电阻和电阻率如式 4.1 和 4.3

所示，纵向电阻和电阻率如式 4.5和 4.6所示。 

同理，受到激发极化效应影响的横向电阻和电阻率分别如 4.8和 4.9所示。 

 ܴ
ᇱ ൌ

ܾ

ܽ∑
݄
ߩ
ᇱ

	 4.8 

ߩ 
ᇱ ൌ

∑݄

∑
݄
ߩ
ᇱ

	 4.9 

纵向电阻和电阻率分别如 4.10和 4.11所示。 

 ்ܴ
ᇱ ൌ

ߩ∑
ᇱ݄

ܾܽ
 4.10 

்ߩ 
ᇱ ൌ

ߩ∑
ᇱ	݄

∑݄
 4.11 

对于每一层介质，有式 4.12。 
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ߩ 
ᇱ ൌ

ߩ
1 െ ݉

 4.12 

当从垂向测量时，结合极化率的定义,得到式 4.13。 

 ்݉ ൌ
்ܷ

ᇱ െ ܷ
்ܷ

ᇱ  4.13 

结合式 4.7，并消去电流项 I得到式 4.14。 

 ்݉ ൌ
்ܴ
ᇱ െ ்ܴ
்ܴ
ᇱ  4.14 

将式 4.5、4.10和式 4.12带入上式得到纵向极化率的表达式为式 4.15。 

 ்݉ ൌ 1 െ
݄ߩ∑

∑
ߩ

1 െ ݉
݄

 4.15 

从其表达式可以看出，宏观上纵向极化率不仅与各个薄层的极化率݉和厚

度݄有关，也与薄层的电阻率ߩ有关，与宏观纵向电阻率类似，纵向极化率与薄

层的长度和宽度无关。 

当从横向测量时，类比式 4.14，有式 4.16 

 ݉ ൌ
ܴ
ᇱ െ ܴ
ܴ
ᇱ  4.16 

其中ܴ和ܴ
ᇱ分别如式 4.1和 4.8所示，同样将他们与式 4.12带入上式得到横

向极化率的表达式 4.17。 

 ݉ ൌ 1 െ
∑
݄
ߩ
ሺ1 െ ݉ሻ

∑
݄
ߩ

 4.17 

同样，宏观上横向极化率与薄层的极化率݉和厚度݄以及电阻率ߩ有关，与

薄层的长度和宽度无关。 

至此，本节推导出了薄互层各向同性介质宏观各向异性的表达式，也从理论

上证明了极化率宏观各向异性的存在。 

4.2 激发极化法各向异性反常现象的证明 

Liu [48,80]使用有限体积法实现了三维时间域激发极化法的正演模拟，在其文

章中给出的模拟结果观察到了与电阻率各向异性介质类似的各向异性反常现象，

本节通过公式推导，来分析时间域激发极化法中的这种现象。 
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4.2.1 点源场各向异性介质均匀半空间解析解 

进行直流电场以及激发极化法分析的基础是点源场的求解。Li and Uren [73]

已经给出了点源均匀半空间各向异性介质的空间电位解，本报告在此给出简单的

证明。 

当均匀半空间介质为各向同性，并且电阻率为ߩ时，根据镜原理可以得到在

,ݔሺݎ ,ݕ ,ሺxݎ，在ܫ供入电流（在介质中ݎ）ሻݖ y, zሻ处的电位如式 4.18所示。 

ሻݎሺݒ  ൌ
ߩܫ
4π

ቆ
1
ܴ


1
ܴ
ᇱ ቇ 4.18 

此处ܴ ൌ ݎ| െ ܴ，|ݎ 
ᇱ ൌ ݎ| െ ݎ

ᇱ|，ݎ
ᇱሺݔ, ,ݕ െݖሻ，其中ݎ

ᇱ即为镜像源的位置。 

当介质为各向异性时，电阻率可以由式 4.19描述。 

 ૉ ൌ 
ଵଵߩ ଵଶߩ ଵଷߩ
ଶଵߩ ଶଶߩ ଶଷߩ
ଷଵߩ ଷଶߩ ଷଷߩ

൩ 4.19 

这时，镜像源的位置为ݎ
ᇱሺݔᇱ, ,ᇱݕ ᇱሻ，Li and Uren [81]给出了此时计算镜像源ݖ

位置的公式，如式 4.20所示。 

 
ᇱݔ ൌ ଵݎݖ2  ݔ
ᇱݕ ൌ ଶݎݖ2  ݕ

ᇱݖ ൌ െݖ
 4.20 

其中	ݎଵ和rଶ如式 4.21所示。 

 

rଵ ൌ
ଵଷߩଶଶߩ െ ଶଷߩଵଶߩ
ଵଵߩଶଶߩ െ ଵଶߩ

ଶ

rଶ ൌ
ଶଷߩଵଵߩ െ ଶଷߩଵଶߩ
ଵଵߩଶଶߩ െ ଵଶߩ

ଶ

 4.21 

此时在ݎሺx, y, zሻ处的电位表达式如式 4.22所示。 

ሻݎሺݒ  ൌ
|ૉ|ଵܫ ଶ⁄

4π
ቆ
1
ܦܣ


1
ܦܣ

ᇱቇ 4.22 

其中ܦܣ ൌ ܤ√ ൌ ඥሺݎ െ ሻ்ݎ ∙ ૉ ∙ ሺݎ െ  ሻ，叫做各向异性距离(anisotropicݎ

distance) [40]。这个距离的定义包含了各向异性介质的影响，与传统的距离定义不

同。ܦܣ
ᇱ是镜像源与测量点的各向异性距离。 

在地面直流电阻率法中，一般将源放在地表，即ݖ ൌ 0，根据式 4.20，此时

镜像源的位置与源的位置重合，所以式 4.22可以简化为式 4.23。 
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ݒ  ൌ
|ૉ|ܫ

ଵ
ଶൗ

2π
1

ܤ√
 4.23 

所以直流电阻率法中，点源均匀半空间各向异性介质的解析解即为式 4.23。 

4.2.2 直流电阻率法中的各向异性反常现象 

假设点源的位置为ܚ ൌ ሺ0,0,0ሻ，供入电流为ܫ，式 4.23 中 ܤ 可以简化为式

4.24。 

ܤ  ൌ ඥ்ݎ ∙ ૉ ∙  4.24 ݎ

当介质电阻率的电性主轴与坐标轴一致时，即均匀半空间的介质电阻率为

ૉ ൌ ρ୶/ߩ௬/ߩ௭，式 4.23可以简化为式 4.25。 

ݒ  ൌ
ඥρ୶ρ୷ρܫ

2πටρ୶ݔଶ  ρ୷ݕଶ  ρݖଶ
 4.25 

由于地面直流电阻率法在地表进行测量，所以z ൌ 0，电位表达式可以写为

式 4.26。 

ݒ  ൌ
ඥρ୶ρ୷ρܫ

2πටρ୶ݔଶ  ρ୷ݕଶ
 4.26 

对方位各向异性介质，当 x-y平面的电阻率一致为ρ，z方向的电阻率为்ߩ时，

均匀半空间介质的电阻率可以写为ૉ ൌ ρ/ߩ/்ߩ，此时介质也叫做 VTI介质，

式 4.26可以写为式 4.27。 

ݒ  ൌ
ρ்ߩඥܫ

2πඥሺݔଶ  ଶሻݕ
 4.27 

对比各向同性介质均匀半空间的解析解，公式 4.27 是均匀半空间电阻率为

ρ ൌ ρ୫ ൌ ඥߩρ்时的解析解，即对于 VTI 介质的各向异性均匀半空间，当我们

在地表进行测量时，不能得到各向异性介质的信息，测量结果为介质的平均电阻

率。 

对方位各向异性介质，当 x-z平面的电阻率一致为ρ，y方向的电阻率为்ߩ时，

均匀半空间介质的电阻率可以写为ૉ ൌ ρ/ߩ/்ߩ，此时介质也叫做 HTI介质，

式 4.26可以写为式 4.28。 
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ݒ  ൌ
ߩඥܫ

ଶ்ߩ
ଶݔߩඥߨ2  ଶݕ்ߩ

 4.28 

在地表测量并且测量电极沿着 x方向排列时，即测量位置为ܚ ൌ ሺݔ, 0,0ሻ，式

4.28可以简化为 4.29。 

௫ݒ  ൌ
்ߩߩඥܫ
ݔߨ2

 4.29 

式 4.29 也可以理解为均匀半空间各向同性介质电阻率为ߩ ൌ ߩ ൌ ඥߩ்ߩ时，

沿着 x 方向测量得到的电位，所以此时计算得到的视电阻率为ρ୫，但是该模型

下 x方向的真电阻率为ρ，与计算结果得到的平均电阻率ߩ不符。 

同时我们考虑如果测量电极在地表沿着 y 方向排列，即测量位置为

ܚ ൌ ሺ0, ,ݕ 0ሻ，式 4.28可以简化为式 4.30。 

௬ݒ  ൌ
ߩܫ
ݕߨ2

 4.30 

式 4.30 为均匀半空间各向同性介质电阻率为ρ时的电位表达式，此时计算

得到的视电阻率为ρ，但是模型介质中 y方向的真电阻率为ρ்，与计算得到的视

电阻率不符。以上描述的沿着两个方向测量得到的电阻率与介质在这两个方向的

真实电阻率不符的情况叫做各向异性反常现象[1,34,82]。 

4.2.3 时间域激发极化法中的各向异性反常现象 

为了简化问题，本报告仅考虑主轴各向异性，假设极化率的各向异性主轴与

电阻率的各向异性主轴一致，并且电性主轴与坐标系平行，与电阻率类似此时极

化率可以表达为િ ൌ ௭，视极化率可以通过式ߟ/௬ߟ/௫ߟ 4.31计算得到[52]。 

ߟ  ൌ
௧ݒ െ ଵݒ
௧ݒ

 4.31 

其中ݒଵ是一次场，没有受到激发极化效应影响的电位，ݒ௧是总场，受到激发

极化效应影响的电位。对于 VTI介质，极化率可以表达为િ ൌ 一次场，்ߟ/ߟ/ߟ

ଵ的结果如式ݒ 4.27所示，总场ݒ௧根据式 4.27可以写为式 4.32。 

௧ݒ  ൌ
ߩඥܫ

ᇱ ∙ ்ߩ
ᇱ

2πඥሺݔଶ  ଶሻݕ
 4.32 

其中ߩ
ᇱ ൌ ߩ ሺ1 െ ⁄ሻߟ ்ߩ ，

ᇱ ൌ ்ߩ ሺ1 െ ⁄ሻ்ߟ ，将式 4.27和式 4.32带入式 4.31，
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可以得到视极化率的表达式为式 4.33。 

ߟ  ൌ
ඥߩ

ᇱ ∙ ்ߩ
ᇱ െ ඥߩ ∙ ்ߩ

ඥߩ
ᇱ ∙ ்ߩ

ᇱ
 4.33 

式 4.33可以简化为式 4.34。 

ߟ  ൌ ߟ ൌ 1 െ ඥሺ1 െ ሻሺ1ߟ െ  ሻ 4.34்ߟ

式 4.34表明，对于 VTI介质，在地表进行测量得到的视极化率是一个常数，

类比于电阻率各向异性，我们称这个常数为平均极化率ߟ。同时与电阻率类似，

对于 VTI 介质的各向异性均匀半空间，当在地表进行测量时，也不能得到各向

异性介质的信息。 

对于 HTI 介质，极化率可以写为િ ൌ ଵ的结果如式ݒ，此时一次场ߟ/்ߟ/ߟ

4.28所示，总场ݒ௧根据式 4.28可以写为式 4.35。 

௧ݒ  ൌ
ߩඥሺܫ

ᇱ ሻଶ்ߩ
ᇱ

ߩඥߨ2
ᇱ ଶݔ  ்ߩ

ᇱ ଶݕ
 4.35 

将式 4.28和 4.35带入 4.31，得到 HTI视极化率的表达式如式 4.36所示。 

ߟ  ൌ 1 െ
ඥߩ

ଶ்ߩሺߩ
ᇱ ଶݔ  ்ߩ

ᇱ ଶሻݕ

ඥሺߩ
ᇱ ሻଶ்ߩ

ᇱ ሺߩݔଶ  ଶሻݕ்ߩ
 4.36 

当在地表测量并且测量电极沿着 x方向排列时，测量位置为ܚ ൌ ሺݔ, 0,0ሻ，式

4.36可以写为式 4.37。 

௫ߟ  ൌ 1 െ ඨ
ߩ
ଶߩ்ߩ

ᇱ

ሺߩ
ᇱ ሻଶ்ߩ

ᇱ ߩ
 4.37 

化简得到式 4.38。 

௫ߟ  ൌ ߟ ൌ 1 െ ඥሺ1 െ ሻሺ1ߟ െ  ሻ 4.38்ߟ

即此时的视极化率为平均极化率ߟ，与模型 x 方向的真极化率为ߟ不同，

这个现象与直流电法的结果类似。 

当在地表测量并且测量电极沿着 y 方向排列时，视极化率式 4.36 可以写为

式 4.39。 
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௬ߟ  ൌ 1 െ ඨ
ߩ
ଶ்ߩ்ߩ

ᇱ

ሺߩ
ᇱ ሻଶ்ߩ

ᇱ ்ߩ
 4.39 

化简得到式 4.40。 

௬ߟ  ൌ   4.40ߟ

即测量得到的视极化率为ߟ，与 y方向的真极化率为்ߟ不同。这个现象也与

直流电法的结果类似。以上描述的沿着两个方向测量得到的视极化率与介质在这

两个方向的真极化率不符的情况叫做极化率的各向异性反常现象。 

至此，本节完成了对极化率各向异性反常现象的公式证明，本报告将在后面

通过数值模拟进行验证。 

4.3 时间域激发极化法数值模拟 

时间域激发极化法的正演主要根据式 4.31[52]，可写为式 4.41。 

ୟߟ  ൌ
߮௧ െ ߮ଵ
߮௧

 4.41 

也可写为式 4.42。 

ୟߟ  ൌ W ∗
ሾૉܨ ∙ ሾ െ િሿିሿ െ ሾૉሿܨ

ሾૉܨ ∙ ሾ െ િሿିሿ
 4.42 

其中 W 为勘探装置对应的节点选择矩阵，ܨ为直流电阻率法的正演算子，

从式 4.42 可以看出时间域激发极化法的正演需要进行两次直流电阻率法的正演

计算，即分别计算一次场和总场，所以极化率的正演问题其核心为直流电阻率法

的正演。 

在各向异性正演中，计算一次场时介质电阻率为张量ૉ，计算总场时介质电

阻率为张量ૉ ∙ ሾ െ િሿି。 

点源的正演问题如第二章 2.3节中所述。 

4.4 时间域激发极化法正演模拟分析 

本节通过算例分析，来讨论时间域激发极化法和直流电阻率法的响应特点。 

4.4.1 均半空间模型 

为了研究在地表测量时视电阻率的特点，我们假设均匀半空间的电阻率为
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ૉ ൌ 0.5/0.5/2.0		Ω ∙ m，供电电极和测量电极如图 4.3所示，图中红色实心点为

源点，向地下供入 1A 的电流，其余 41 个黑色实心圆为测量电极的位置，均匀

的分布在以点源为圆心，半径 1m的圆上。 

 

图 4.3 电极分布示意图 

Fig 4.3 The electrodes distribution above the azimuthal anisotropy half space 

当欧拉角β ൌ 0°、γ ൌ 0°时，分别计算当α ൌ 0°/30°/90°时在图 4.3 所示的

电极上测量得到二极装置的视电阻率结果，并且以视电阻率值作为到圆心的距离

在 x-y平面上绘制成图，结果如图 4.4所示。 
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图 4.4 视电阻率模拟结果 

Fig 4.4 Apparent resistivity of pole-pole array 

当α ൌ 0°时介质为 VTI介质，测量结果如图 4.4中的黑色实心点所示，视电

阻率为半径等于 1的圆，即视电阻率为介质的平均电阻率1.0Ω ∙ m，此时测量结

果不能反映地下介质的各向异性信息。当α ൌ 90°时，为 HTI 介质，可以视为

ૉ ൌ 0.5/2.0/0.5		Ω ∙ m，其测量结果为椭圆（图 4.4 中的蓝色实心点），且长轴

为沿着 x 方向测量的视电阻率ߩ_௫ ൌ ߩ ൌ 1.0Ω ∙ ݉，短轴为 y 方向测量的视电

阻率ߩ_௬ ൌ ߩ ൌ 0.5Ω ∙ ݉，这个结果与上文的推导是一致的。当α ൌ 30°时，结

果如图 4.4中紫色的实心点，其结果在α ൌ 0°与α ൌ 90°之间。 

假设均匀半空间三个电性主轴方向的极化率为િ ൌ 0.1/0.1/0.6，与视电阻

率测量采用同样的参数模拟当欧拉角β ൌ 0°、γ ൌ 0°时分别计算α ൌ 0°/30°/90°

时的视极化率，结果如图 4.5所示。 
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图 4.5 视极化率模拟结果 

Fig 4.5 Apparent chargeability of pole-pole array 

对比图 4.4和图 4.5可以发现，视极化率的结果与视电阻率的结果非常相似，

与上文关于 TDIP各向异性的推导结论也是相符的。当α ൌ 90°时，为 HTI介质，

x方向测量结果为ߟ௫ ൌ 1 െ ඥሺ1 െ 0.1ሻሺ1 െ 0.6ሻ ൌ 0.4，y方向为ߟ௬ ൌ 0.1。 

为了观察平均电阻率和平均极化率的特点，我们假设两个方向的电阻率ߩ和

ρ்均在0~1范围变化，得到ߩ，ρ்与平均电阻率ρ୫之间的变化关系如图 4.6 所

示。 
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图 4.6 平均电阻率与水平和垂直电阻率之间的关系 

Fig 4.6 Mean resistivity varies with ߩ and ்ߩ when normalize the resistivity 

同样，根据式 4.38可以得到ߟ、்ߟ与平均极化率ߟ之间的关系如图 4.7所

示。 

 

图 4.7 平均电阻率与水平和垂直极化率之间的关系 

Fig 4.7 Mean chargeability varies with ߟ and ்ߟ 

从图 4.6和图 4.7我们可以发现，平均电阻率总是接近横、纵向电阻率中较

小的值，而平均极化率总是接近横、纵向极化率中更大的值。 

4.4.2 两层各向异性模型 

为了进一步研究各向异性反常现象，我们使用有限单元法模拟图 4.8所示的
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两层模型。图中第一层为各向异性介质，电性主轴与坐标系主轴平行，且三个方

向的电阻率为ρ୶/ρ୷/ρ ൌ 50/50/200		Ω ∙ m，极化率为η୶/η୷/η ൌ 0.1/0.1/0.3，

厚度为 5m，基底为各向同性介质，电阻率为10	Ω ∙ m极化率为 0.6，φ为方位角。

点源在坐标原点处，向地下供入 1A 的电流，测量电极与点源的距离为从 0.1～

316m之间对数等间距分布的 50个极距（生成网格的Gmsh代码如附录B所示）。 

10 m   

5m

50Ω mx y   

200Ω mz  

10%yx  

30%z 

60% 



 

图 4.8 两层模型 

Fig 4.8 A two-layered model with an anisotropic covering layer over an isotropic half-space 

假设第一层介质的欧拉角ψ、χ为0°，然后分别计算φ为0°/30°/45°/90°时，

沿着 x和 y方向测量二极装置不同极距的测量结果，视电阻率曲线如图 4.9所示，

视极化率曲线如图 4.10所示。 
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图 4.9 沿 x和 y方向测量的视电阻率曲线 

Fig 4.9 Apparent resistivities along x and y direction for pole-pole array with different Euler 

angles. 

从图 4.9中可以发现，当极距较大时视电阻率反映的是基底的电性，测量曲

线接近基底的电阻率10	Ω ∙ m，当极距变小时第一层各向异性介质对视电阻率的

影响越来越大。 

当 0  时，测量极距较小时，无论从 x和 y方向测量结果均接近第一层的

平均电阻率 ρୟ ൎ ඥߩ௫ ∙ ௭ߩ ൌ 100Ω ∙ m，这与前文式 4.27的结果是一致的。 

当 90  且极距较小时，沿 x 方向测量的视电阻率接近第一层的平均电阻

率ߩ_௫ ൌ 100.0Ω ∙ ݉，x方向的真电阻率为ߩ_௬ ൌ ߩ ൌ 50Ω ∙ ݉，沿 y方向测量的

视电阻率接近ߩ_௬ ൌ ߩ ൌ 50Ω ∙ ݉，而此时 y方向的真电阻率为200Ω ∙ ݉，这业

也与前文的推导结果一致。 

当 30 / 45   时，测量结果总是在 0  和 90  之间。 
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图 4.10 沿 x和 y方向测量的视极化率曲线 

Fig 4.10 Apparent chargeability along x and y direction for pole-pole array with different Euler 

angles. 

与视电阻率的结果类似，图 4.10 的模拟结果显示当极距较大时反映的是基

底的电性，测量曲线接近基底的极化率 0.6，当极距变小时第一层各向异性介质

对视极化率的影响越来越大。 

沿着 x方向测量，其结果受α角度影响不大，与电阻率的测量特点相似。当

极距较小α ൌ 90°，此时第一层介质为 HTI介质，根据以上的分析，沿 x方向测

量视极化率应该表现为平均极化率即 ௫ߟ ൌ 1 െ ඥሺ1 െ ሻሺ1ߟ െ ሻ்ߟ ൌ 1 െ

ඥሺ1 െ 0.1ሻሺ1 െ 0.3ሻ ൌ 0.206，与图 4.10的结果是吻合的，沿 y方向测量的结果

（图中黑色点线），视极化率为ߟ௬ ൌ ߟ ൌ 0.1，也与前述结论相符，即时间域激

发极化法中的各向异性反常现象。 

4.4.3 含异常体二维模型 

假设一个二维构造模型，其模型参数如图 4.11所示。 
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1 1 5Ω mx y   2m

3m

00=100Ω m 10%  ，

1 20Ω mz  3m 1 1, 

1 1 30%x y  

1 60%z 

 

图 4.11 二维构造示意 

Fig 4.11 2-D model with an anomalous body 

视电阻率以及视极化率的模拟结果如图 4.12所示。 

 

 

图 4.12 视极化率和视电阻率模拟结果 

Fig 4.12 Apparent resistivity and apparent chargeability pseudo-sections for model shown in 

fig.4.11 

如图 4.11所示的模型（命名为模型M1），其它参数不变，当异常体的极化

率为其平均极化率 47%m  时（命名为模型 M2），取视极化率模拟结果中 x=20

（横坐标）的测深点进行对比，如所图 4.13示。 
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图 4.13 x=20视极化率曲线 

Fig 4.13 Apparent chargeability curves while x=20 

当 AB=10时，对比两个模型的测深曲线，如图 4.14所示。 

 

图 4.14 AB=10视极化率曲线 

Fig 4.14 Apparent chargeability curves while AB=10 

以上结果均显示了极化率各向异性对模拟结果的影响，也说明了在勘探中不

能忽略极化率的各向异性。 

4.4.4 含异常体三维模型 

含立方体异常的三维模型如图 4.15所示。 
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1

0

 

图 4.15 三维含立方体模型 

Fig 4.15 Model with anomalous cube 

背 景 为 各 向 同 性 介 质 0 0m,10 1%   ， 异 常 体 的 电 阻 率 为

1 1 100 mx y     ， 1 50 m0z   ，极化率为 1 1 60%x y   ， 1 30%z  ，倾角

0   ，模拟当ψ为0୭，30୭，60୭以及90୭时的二极装置的测量结果。视极化

率剖面如图 4.16所示。 

 
(a) ψ ൌ 0୭ 

 
(b) ψ ൌ 30୭ 
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(c) ψ ൌ 60୭ 

 
(d) ψ ൌ 90୭ 

图 4.16 不同角度极化率模拟结果 

Fig 4.16 Apparent chargeability pseudo-sections while ψ ൌ 0୭/30୭/60୭/90୭ respectively 

如图 4.16 所示，高极化的各向异性异常体随着ψ角度的变化在视极化率图

中也呈现一定的角度，也就说明了介质倾角对极化率模拟的影响。异常体 x-y平

面的极化率相同，当倾角ψ ൌ 90୭时，异常体为 HTI，此时观测坐标系的 x-z 平

面极化率时相同的，由于模型具有对称性，所以其视极化率曲线关于测线中心是

对称的，如图 4.17所示。 

 
(a) AB=2m 
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(b) AB=4m 

 
(c) AB=6m 

 
(d) AB=10m 

图 4.17 不同极距模拟结果对比 

Fig 4.17 Apparent chargeability curves while AB=2/4/6/10m 

从以上不同极距的曲线图对比可以发现类似的结论，因为ψ ൌ 0୭和ψ ൌ 90୭

的模型关于 x轴对称，所以其视极化率曲线也是对称的，相对于ψ ൌ 0୭的模型，

异常体的倾角使测深曲线产生了畸变，与原始模型的视极化率测深曲线和视极化

率剖面相差较大。 

4.4.5 极化率负值的分析 

在实际资料采集中，视极化率负值已经被观测到[51,58]，在实际资料处理中一
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般将其当作畸变点作剔除处理[59]，但在一定的地电结构下视极化率是可能为负

的。前人学者分别通过数值模拟和物理实验研究了视极化率负值出现的条件

[49,59,60]。但是他们的研究均是基于电性各向同性介质的假设，而通过本报告的分

析实际介质往往是各向异性的。本节从数值模拟的角度分析极化率的负值现象。 

设置一个两层模型，模型参数如图 4.18 所示，点源在坐标原点处，向地下

供入 1A的电流，测量电极与点源的距离为从 0.1～316m之间对数等间距分布的

50 个极距。假设第一层介质的欧拉角ψ、χ为0°，然后分别计算φ为0°/30°/45°/

90°时，沿 x和 y方向测量，二极装置不同极距的测量结果，视极化率曲线如图 

4.19所示。 

10 m   

5m
50Ω mx y   

200Ω mz  

10%yx  

60%z 

20% 



 
图 4.18 两层模型 

Fig 4.18 A two-layered model with an anisotropic covering layer over an isotropic half-space 
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图 4.19 沿 x和 y方向测量的视极化率曲线对比 

Fig 4.19 Apparent chargeability along x and y direction for pole-pole array with different Euler 

angles. 

可以发现当沿着 x 方向测量时，无论φ角如何变化均不会出现负值，负值仅

出现在 y方向的测线上。 

当沿着 y方向测量，不同各向异性倾角模型一次场和总场的正演结果视电阻

率曲线依次为对比如图 4.20所示。 

 

(1) 0o   

 

(2) 30o   
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(3) 45o   

 

(4) 90o   

图 4.20 y方向上是否考虑极化效应的正演结果曲线对比 

Fig 4.20 Apparent resistivities along y direction for pole-pole array with and without IP effects. 

对极化率的研究中，一般考虑极化效应后得到的视电阻率曲线（图中黑色曲

线 y*）在不考虑极化效应的视电阻率曲线（图中红色曲线 y）之上，但从模拟结

果发现当倾角 30o  后，在极距5m附近红色曲线在黑色曲线之上（图 4.20，（3）、

（4）），观察式 4.41，这直接导致了计算得到的视极化率为负值，此时该极距下

主要反应了图 4.18 模型中介质分界面部分的电性属性，推测是分界面部分对电

流的反射导致了这个结果，这一结果与大地电磁一维正演中出现的现象非常相似。 

如图 4.21所示的地电模型，图 4.22为TE模式的视电阻率和相位模拟结果。 

 

图 4.21 H型地电模型 

Fig 4.21  
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图 4.22 TE模式视电阻率和相位 

Fig 4.22 Apparent resistivities and phase for TE mode. 

在图 4.22中横坐标 1.5附近，同样视电阻率出现了一个凸起，这也是由介质

分界面反射电磁波造成的。 

4.5 小结 

本章首先通过对薄互层极化率各向同性介质的分析，推导了宏观极化率各向

异性介质的表达式，也就证明了极化率宏观各向异性的存在，然后基于点源场均

匀半空间各向异性介质的解析解，给出了直流电阻率法和时间域激发极化法各向

异性反常现象的证明，通过推导和模拟分析，还得到以下结论。 

1. 对于均匀半空间介质，当水平面 x-y的电阻率与 z方向不同时，在地表进

行测量，无论从 x还是 y方向测量结果是一致的，并且其值等于均匀半空间的平

均电阻率。 

2. 对于均匀半空间介质，平面 x-z的电阻率与 y方向不同，当沿着 x方向测

量时，得到的视电阻率为平均电阻率，与 x方向的真电阻率不同，当沿着 y方向

测量时，得到的视电阻率为 x和 z方向的电阻率。 

3. 定义平均极化率计算公式为ߟ ൌ 1 െ ඥሺ1 െ ሻሺ1ߟ െ  。ሻ்ߟ

4. 平均极化率总是接近横、纵向极化率中更大的值，而平均电阻率接近横、

纵向极化率中更小的值。 
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通过数值模拟研究了视极化率负值现象出现的原因是因为总场的视电阻率

小于一次场的视电阻率，而产生这个现象的原因可能是介质分界面电流的反射。 
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第5章 结论和展望 

本报告主要针对基于各向异性介质直流电阻率法和时间域激发极化法的正

演问题以及响应特点进行了分析，取得了一些进展，总结如下： 

1. 采用非结构网格实现了基于二次场法的 2.5维、三维直流电阻率法各向异

性介质的有限单元法正演模拟，算例表明二次场法的计算精度更高。 

2. 通过模拟发现，直流电阻率法勘探中，介质横向电阻率的变化对测量的

结果影响较大，而纵向电阻率对结果影响相对较小。二极和偶极偶极装置相比于

对称四极装置对纵向电阻率的反映更加灵敏，并且对异常的位置和形态反映也更

加准确，其中偶极偶极装置对纵向电阻率的变化最为灵敏。 

3. 给出 2.5维各向异性介质中电流密度的计算方式，并通过对总场和二次场

的电流密度分析，解释了直流电阻率法不同装置下横、纵向电阻率异常灵敏度不

同的原因。 

4. 通过对薄互层极化率各向同性介质的分析，给出其宏观各向异性的属性

表达式，也就证明了极化率宏观各向异性的存在。 

5. 从点源场出发证明了直流电阻率法和极化率的各向异性反常现象，给出

各向异性介质平均极化率的定义，并通过数值模拟进行验证。 

6. 实现了基于非结构网格的时间域激发极化法各向异性介质的有限单元法

模拟，并对视极化率负值现象进行了简单分析。 

在文中还有许多没有能够完成的研究工作，也是今后的研究方向： 

1. 研究总结各向异性介质中视极化率负值出现的条件和规律。 

2. 直流电阻率法和极化率各向异性介质的反演研究。 

3. 频率域激发极化法各向异性介质的模拟研究 

4. 基于自适应策略的网格剖分技术。 
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附录 A 点源 2.5维各向异性介质变分问题 

点源电场示意如图 A1所示： 



s

 
图 A1 二维点源电场示意 

图中 s 为地表边界，  为无穷远边界，为整个研究区域，在图中 A点供

入电流 I，对应的边值问题为： 
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用加权余量 U 乘以式（A1-a），并在区域中积分，得到： 

 2( ) ( ) 0yU k U I A Ud  

        τ  (A2) 

即： 

 2( ) ( ) 0yU U k U U I A U d    

         τ  (A3) 

根据矢量恒等式： 

 ( )A A A         (A4) 

其中设 A U τ ， U  ，(A3)式中第一项积分可以变换为： 

    ( ) ( )U U d U U U U d  
 
            τ τ τ  (A5) 

根据高斯定理： 
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 ( )nAd A d
 
        (A6) 

将式(A5)中右边第一项面积分化为边界积分： 

      ( ) ( ) ( )
S

n n
U U d U U d U U d  

  
           τ τ τ  (A7) 

式(A7)中右侧第一项为对地表积分，根据式(A1-b)推知该项积分为零： 

  ( ) 0
S

n
U U d


   τ  (A8) 

在远边界上假设各向异性介质的主轴坐标系与观测坐标系重合，所以有： 
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所以在边界上，式(A7)中右侧第二项积分为： 
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将其展开，然后根据(A1-c)和(A1-d)，以及各向异性系数 y
y

z





 ，得到： 
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所以式(A7)等于： 
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式(A5)中的第二项积分为： 
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( )

2
U U d U U d 

 
          τ τ  (A13) 

式(A3)中第二和第三项积分为： 
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将(A12)和(A13)代入(A5)，得到  ( )U U d

    τ 的积分，然后将其与(A14)，

(A15)一起代入式(A3)中，得到体积分 ( )F U ，所以边值问题(A1)对应的变分问题

为： 
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附录 B 三维两层模型 Gmsh代码 

// two-layerd model 

// Mesh sizes 

cl1 = 200; // outer box 

cl2 = 5; // electrodes 

cl3 = 1; // body 

dx = 500; 

dy = 500; 

z1 = 5; 

z2 = 500; 

// Definition of bounding box 

// uper 

Point(1) = {-dx, -dy, 0,cl1}; 

Point(2) = {dx, -dy, 0,cl1}; 

Point(3) = {dx, dy, 0,cl1}; 

Point(4) = {-dx, dy, 0,cl1}; 

Line(1) = {1,2}; 

Line(2) = {2,3}; 

Line(3) = {3,4}; 

Line(4) = {4,1}; 

Line Loop(1) = {1,2,3,4}; 

Plane Surface(1) = {1}; 

dis[] = 

{0.0,1.000000000000000056e-01,1.178768634793587178e-01, 

1.389495494373137463e-01,1.637893706954064166e-01, 

1.930697728883249975e-01,2.275845926074788195e-01, 
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2.682695795279725903e-01,3.162277660168379412e-01, 

3.727593720314940073e-01,4.393970560760790400e-01, 

5.179474679231209633e-01,6.105402296585328292e-01, 

7.196856730011519376e-01,8.483428982440719412e-01, 

1.000000000000000000e+00,1.178768634793587289e+00, 

1.389495494373137463e+00,1.637893706954063777e+00, 

1.930697728883249642e+00,2.275845926074787418e+00, 

2.682695795279724571e+00,3.162277660168379523e+00, 

3.727593720314939851e+00,4.393970560760790178e+00, 

5.179474679231209855e+00,6.105402296585326738e+00, 

7.196856730011517378e+00,8.483428982440717192e+00, 

1.000000000000000000e+01,1.178768634793586578e+01, 

1.389495494373137419e+01,1.637893706954062978e+01, 

1.930697728883249553e+01,2.275845926074788750e+01, 

2.682695795279724749e+01,3.162277660168379256e+01, 

3.727593720314938253e+01,4.393970560760790534e+01, 

5.179474679231207546e+01,6.105402296585326383e+01, 

7.196856730011514003e+01,8.483428982440716482e+01, 

1.000000000000000000e+02,1.178768634793586614e+02, 

1.389495494373137490e+02,1.637893706954062907e+02, 

1.930697728883249624e+02,2.275845926074786405e+02, 

2.682695795279724393e+02,3.162277660168379612e+02 

}; 

For i In {0:50} 

x1~{i} = newp; Point(x1~{i}) = {0,dis[i],0,cl2}; // y=0 

Point{x1~{i}} In Surface{1}; 

EndFor 

p=newreg; 
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Physical Point(p) = {x1~{0}:x1~{50}}; 

out[] = Extrude {0,0,-z1} {Surface{1};}; 

num = out[0]; 

out1[] = Extrude {0,0,-z2} {Surface{num};}; 

Field[1] = Attractor; 

Field[1].NodesList = {x1~{0}:x1~{50}}; 

Field[2] = Threshold; 

Field[2].IField = 1; 

Field[2].LcMin = cl2; 

Field[2].LcMax = cl1/2; 

Field[2].DistMin = 10; 

Field[2].DistMax = 400; 

Field[3] = Min; 

Field[3].FieldsList = {2}; 

Background Field = 3; 

Physical Surface("layer1",1) = {out[2],out[3],out[4],out[5]}; 

Physical Volume("volum1",101) = {out[1]}; 

Physical Surface("layer2",2) = {out1[0],out1[2],out1[3],out1[4],out1[5]}; 

Physical Volume("volum2",102) = {out1[1]}; 
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