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　　如何简化模型、提高计算效率并给出有效的预

测结果，已 经 成 为 计 算 科 学 领 域 十 分 重 要 的 课 题。

１９９２年，Ｐａｃｃｈｉｏｎｅ等［１］指出，若只需要研究局域的

振动频率，则可以通过移除系统中与研究区域不相

关或者相关性不大的原子或者原子群的力常数，构

建一个局域势能面 来 进 行 研 究。基 于 此 思 想，Ｐａｃ－
ｃｈｉｏｎｅ对物质的表面吸附态的振动进 行 了 分 析，验

证了理论的可行性。１９９４年，Ｊｉｎ和 Ｈｅａｄ［２］在研究

Ｈ２Ｏ在Ａｌ（１１１）表面的振动时，正式将该方法命名

为Ｐａｒｔｉａｌ　Ｈｅｓｓｉａｎ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ（ＰＨＶＡ），
中文译为“部 分 力 常 数 矩 阵 振 动 分 析（方）法”。自

此，这 一 方 法 开 始 流 行。随 后，Ｈｅａｄ和Ｓｈｉ［３］又 将

该方法进 一 步 深 入 拓 展 至 表 面 吸 附 分 子 的Ｆｅｒｍｉ
能级研究。Ｌｉ和Ｊｅｎｓｅｎ［４］将 其 推 广 至 化 学 反 应 的

振动熵和焓 的 计 算 中。２００７年，Ｅｍｉｌ和Ｊｉｎｇ ［５］在

Ｑ－Ｃｈｅｍ中实现了对兴趣区电子进行积分的ＰＨＶＡ
方法。随后，Ｇｈｙｓｅｌｓ等［６～１３］发展了该方法，形成了

可以用来精确优化超大体系局域结构及频率性质的

Ｍｏｂｉｌｅ　Ｂｌｏｃｋ　Ｈｅｓｓｉａｎ（ＭＢＨ）方法。

Ｂｉｇｅｌｅｉｓｅｎ－Ｍａｙｅｒ公式［１４］或 Ｕｒｅｙ模型［１５］指出

物质间的同位素分馏直接与物质的振动频率相关。

Ｓｔｅｒｎ和 Ｗｏｌｆｓｂｅｒｇ［１６］的 研 究 简 化 了 大 分 子 的 同 位



素分馏计算，指出可以只研究与兴趣原子很近的几

个化学键内的原子对兴趣原子的影响。因此，我们

可以用ＰＨＶＡ方法来研究兴趣原子及其周围很小

区域的振 动 实 现 对 同 位 素 分 馏 的 预 测。基 于 此，

２００８年，Ｒｕｓｔａｄ等［１７，１８］将 该 方 法 引 入 同 位 素 分 馏

计算领域，实现了对１３／１２　Ｃ，２６／２４　Ｍｇ，４４／４０　Ｃａ，５６／５４　Ｆｅ等

同位素平衡 分 馏 的 预 测。ＰＨＶＡ方 法 和 分 子 簇 模

型结合使用时需要考虑平动和转动的贡献［１９］，应用

ＰＨＶＡ和分子簇 模 型 给 出 的 同 位 素 计 算 结 果 有 不

确定性［２０］。本文将详细叙述ＰＨＶＡ的思想、原理、
数学表达、实现及其在同位素分馏计算中的前沿研

究成果，并指出其中存在的争议。

１　ＰＨＶＡ的思想、原理及实现

任何软件，获得频率的过程大致都可分为三个

步骤：（１）优化电子结构，得到电子的Ｓｌａｔｅｒ行列式；
（２）Ｓｌａｔｅｒ行列式为基础，求得能量对位移的二阶导

数，即力常 数 矩 阵；（３）对 角 化 力 常 数 矩 阵，获 得 频

率，数学表示［４］如下。

图１　ＰＨＶＡ原理示意图

Ｆｉｇ．１　Ａｎ　ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｏｆ　ＰＨＶＡ　ｍｅｔｈｏｄ

　　设有一个经 过 自 由 优 化 的 体 系 Ａ（图１），其 力

常数矩阵Ｋ为

ＫＡ ＝

Ｋ１，１ … Ｋ３　Ｎ，１
  

Ｋ１，３　Ｎ … ｋ３　Ｎ，３

烄

烆

烌

烎Ｎ

其中，Ｋｉｊ＝ 
２　Ｅ

ｑｉｑｊ
，ｑ为 第ｉ个 自 由 度 上 的 直 角 坐

标。进一步通过下式获得质权 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵

Ｋｉｊ′＝ １
ｍｉｍ槡 ｊ

Ｋｉｊ，

然后投影出平动和转动，

Ｋ′Ｐ ＝ＰＫ′Ｐ′。

对角化Ｋ′Ｐ 得到３Ｎ－６个频率。

ＰＨＶＡ方法的 主 要 思 想 就 是 从 体 系 的 力 常 数

矩阵中计算兴趣区原子的简谐频率，以及与频率有

关的物理化 学 参 数［１］。现 将 图１中 的 体 系 Ａ分 成

两个区：Ｂ区和Ｃ区。Ｂ区由兴 趣 原 子 或 原 子 群 构

成；Ｃ区由与Ｂ区不相关或相关性不大的原子或原

子群构成。在做ＰＨＶＡ时，不同软件在实现步骤上

略有差别，根据实现步骤可分为两种不同的算法。

Ｑ－Ｃｈｅｍ中 的 算 法［５］是 在 步 骤２获 得 部 分 矩

阵。将Ｓｌａｔｅｒ行列式中的ＢＢ区的电子进行积分得

到能量，

ＳＡ ＝
ＳＢＢ　ＳＢＣ
ＳＣＢ　Ｓ（ ）ＣＣ

，

ＢＢ（ＣＣ）和ＢＣ（ＣＢ）对应ＫＡ 中的ｉ　ｊ，分别表示“区

内”相关和“区间”相关的原子对。然后对位移求二

阶导数，得到力常数矩阵，进一步对角化得到频率。

最终将会给出３　ＮＢ 个（ＮＢ 为Ｂ区内原子数）主要与

Ｂ区原子相关的简谐频率。

ＧＡＭＥＳＳ中 的 算 法 是 在 步 骤３获 得 部 分 矩

阵［４］。将ＫＡ 中ＢＢ的 力 常 数 矩 阵 保 留，ＢＣ和ＣＢ
的力常数设置 为 零，并 将ＣＣ的 力 常 数 设 置 为ε＝
１０－８　ａｕ的对角阵。即：

ＫＡ ＝
ＫＢＢ ０

０ Ｋε
烄

烆

烌

烎ＣＣ
；其中，ＫεＣＣ ＝

ε ０ ０
０  ０
０ ０

烄

烆

烌

烎ε

，

ε＝１０－８　ａｕ。

然后用差分 法 求 得３ＮＢ－３个 主 要 与Ｂ区 原 子

相关的简谐频率。
和ＧＡＭＥＳＳ中 的 算 法 类 似，ＰＱＳ中 的 算 法 将

ＢＢ的力常数矩阵取出来计算获得３ＮＢ 个主要与Ｂ
区原子相关的简谐频率。之所以这样做，是因为在

固体中不存在平动和转动，所以不需要做平动和转

动的投影操作［２１］。

分析以上结果，可以发现不同软件给出的频率

个数是不同的。但 由 于Ｂ区 原 子 数 相 对 于 整 体 Ａ
较少，因此ＰＨＶＡ在计算频率时有显著节省机时和

计算成本的优点［４］。因此，该方法被广泛用来 分 析

超大分子或矿物的局部振动性质，获得与频率相关

的热力学性质，观测化学反应动力学中局部官能团

的变化等，得到的结果与实验值吻合的很好［４］。

２　ＰＨＶＡ在同位素分馏计算中的应用

　　本节将主要综述ＰＨＶＡ在同位素分 馏 计 算 领

域应用前沿。事实上，将ＰＨＶＡ得到的频率结果代
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入Ｂｉｇｅｌｅｉｓｅｎ－Ｍａｙｅｒ公 式［１４］或 Ｕｒｅｙ模 型［１５］，求 得

分子的ＲＰＦＲ，便可以获得分子间分馏系数α１－２（＝
ＲＰＦＲ１／ＲＰＦＲ２）。

近两年来，Ｒｕｓｔａｄ工作组及其合作者应用ＰＨ－
ＶＡ方法，对许多重要地质体系中同位素的分 馏 做

了大 量 的 研 究。Ｒｕｓｔａｄ等［１７，１８］用ＰＨＶＡ 得 到 了

固体碳酸盐［ＣａＣＯ３，ＭｇＣＯ３，（Ｃａ，Ｍｇ）ＣＯ３，Ｃａ－
ＣＯ３（文石）］中１３／１２　Ｃ 的 ＲＰＦＲ，进 一 步 得 到 与ＣＯ２
（ｇ），ＣＯ２（ｌ），ＨＣＯ－３ （ｌ）及不同固体之间的１３／１２　Ｃ分

馏系数，相关结果与实验值相吻合，从而验证了此方

法的可行性（误差＜３‰）。文章给出的结果对全球

碳循环和古气候重建工作有重要的意义。

Ｒｕｓｔａｄ和 Ｙｉｎ［２２］用 该 方 法 研 究 了 不 同 自 旋 态

对下地幔中５７／５４　Ｆｅ分布的影响。结果显示，下地幔

上部，铁主要以 高 自 旋 态 存 在，相 对 富 集５７　Ｆｅ；下 地

幔中部，存在一个自旋过渡的区域，和下地幔上部相

比较，５７Ｆｅ的含量逐渐降低，而５４Ｆｅ的含量则逐渐增

高；下地 幔 下 部，铁 主 要 以 低 自 旋 态 存 在，相 对 富

集５４Ｆｅ。该结果可以用来研究地球及行星的加积过

程、地球核－幔分异史，判别地幔柱深度等，对地球圈

层演化及行星地质学的研究提供了制约。

Ｒｕｓｔａｄ和 Ｄｉｘｏｎ［２１，２３］用 该 方 法 研 究 了５６／５４　Ｆｅ
在水溶液和α－Ｆｅ２Ｏ３ 之 间 的 分 馏 效 应，得 到 了 水 溶

液与α－Ｆｅ２Ｏ３ 中的 铁 同 位 素 分 馏 系 数，结 果 与 基 于

Ｍｓｓｂａｕｅｒ波 谱 和 Ｘ射 线 非 弹 性 衍 射 波 谱 得 到 的

结果非常接近。作者同时研究了完整晶体环境和晶

体表面环境对同位素分馏系数的影响，对比发现两

种环境下给出的结果并无显著区别。

Ｒｕｓｔａｄ等［２４］研究了４４／４０Ｃａ，２６／２４　Ｍｇ，５６／５４Ｆｅ同位

素在溶液和碳酸盐之间的同位素分馏。得到的结果

和实验室及野外的实验数据有显著的差别，认为这

种结果是和 不 同 物 质 之 间 的 分 馏 系 数 计 算 过 程 有

关，即分子ＲＰＦＲ与分母ＲＰＦＲ之间的自然误差造

成的，需要进一步消除自然误差。
本 文 作 者 也 应 用 ＰＨＶＡ 方 法 计 算 了 石 英

中３０／２８Ｓｉ在的ＲＰＦＲ。石英的分子簇的分 子 式 可 表

示为Ｓｉ５Ｏ１６Ｈ１２，共有３３个原子，如图２。分子簇在

ＰＱＳ软件包中的Ｂ３ＬＹＰ／６－３１Ｇ水平下优化。计算

用的校正因子（Ｓｃａｌｉｎｇ　Ｆａｃｔｏｒ）为１．０。分子簇ＲＰ－
ＦＲ的真实值由全优化的３３个 原 子 计 算 给 出，ＰＨ－
ＶＡ的 结 果 由 前２１个 原 子 计 算 得 到［１７，２４］，结 果 见

图３。可 以 看 出，两 者 之 间 数 值 差 别 仅 为０．１５‰
（０℃左右），这说明ＰＨＶＡ有较高的精度。产生 这

个误差的原因还在进一步分析中。

３　ＰＨＶＡ在 计 算 同 位 素 分 馏 系 数 过

程中存在的主要问题

　　据第１节中所述的ＰＨＶＡ的特点和已发表的

工作来看，ＰＨＶＡ在同位素分馏系数计算的过程中

４７４ 原　杰等／一种重要的固体稳定同位素平衡分馏计算方法



发挥了重大的作用，但是也存在以下问题：
（１）Ｕｒｅｙ模型或Ｂｉｇｅｌｅｉｓｅｎ－Ｍａｙｅｒ公式对频率

个数的要求与各种软件给出的频率个数不符合。计

算ＲＰＦＲ的 公 式 是 基 于 Ｒｅｄｌｉｃｈ－Ｔｅｌｌｅｒ公 式 得 到

的，要求频率有３ＮＢ－６（５）个。但是，Ｒｕｇｇｉｅｒｏ等［２５］

指出ＰＨＶＡ给出 的３ＮＢ－３个 频 率 不 符 合Ｒｅｄｌｉｃｈ－
Ｔｅｌｌｅｒ公 式 对 频 率 个 数 的 要 求；Ｑ－Ｃｈｅｍ 和 Ｒｕｓ－
ｔａｄ［２３］给 出 的３ＮＢ 个 频 率（尤 其 对 固 体）也 不 符 合

Ｒｅｄｌｉｃｈ－Ｔｅｌｌｅｒ公式对频率个数的要求。
（２）在用 分 子 簇 模 型 解 决 固 体 问 题 的 时 候，Ｕ－

ｒｅｙ模型或Ｂｉｇｌｅｉｓｅｎ－Ｍａｙｅｒ公式中要不要包含平动

和转动的贡献。Ｒｕｓｔａｄ等［１７，１８］在应用分子簇 模 型

计算固体的时候，忽略平动、转动的贡献，认为固体

中不存在这 两 项 能 量 的 贡 献。原 杰 等［１９］，Ｌｉ等［２６］

建议，在使用分子簇模型计算同位素的时候，要包含

平动和转动。因为模型本身已代表固体的环境，模

型中平动和转动的贡献只有在分子簇相当大的时候

才可以忽略。
（３）ＰＨＶＡ 给 出 的 结 果 有 某 种 不 稳 定 性。在

２５℃时，Ｒｕｓｔａｄ等［２４］对 水 分 子 簇 的 计 算 结 果 略 小

于（约２‰～３‰）Ｂｌａｃｋ和Ｒｕｓｔａｄ［２７］及Ｓｃｈａｕｂｌｅ给

出的结果［２０］。对 这 种 差 别 的 解 释，Ｒｕｓｔａｄ等［２４］认

为是由函数／基集、液相分子簇中的水分子个数造成

的；而Ｓｃｈａｕｂｌｅ［２０］认 为 如 果 考 虑 校 正 因 子 的 话，或

许 会 降 低 这 种 差 别。上 节 中 我 们 用 ＰＨＶＡ 计 算

的３０／２８Ｓｉ在石英的ＲＰＦＲ也显示了因为原子数的差

别导致的不稳定性。
（４）Ｓｃｈａｕｂｌｅ［２０］指出对校正因子的使用也存在

疑惑。量子化学计算过程中，一般需要通过校正因

子将频率结果校正到实验值上，这有利于评价软件

计算出来的频率的质量［２０］。Ｒｕｓｔａｄ等［１７，１８］在采用

分子簇模型计算固体同位素分馏时，没有用校正因

子。

４　未来研究机遇

从已发表的文章来看，ＰＨＶＡ在同位素分馏计

算领域已经展现出其特殊的作用。同时，ＰＨＶＡ在

同位素分馏计算中也存在一些问题。正是这些问题

给我们提供了机遇，要求我们进一步的寻找原因，以
减小计算过程中可能的误差，并最终提高计算结果

的精度。

致　谢：文章修改过程中，得到了曹晓斌博士的

帮助，在此表示感谢。
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