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摘要: 在均匀各向同性水平层状介质假设下，采用位移与位移位两种不同的平面波表示方式，推

导了层状介质的传播矩阵；并对层状模型逐步简化，依次给出了薄层、单阻抗差界面纵波入射时

的反射、透射系数公式，指出了位移与位移位函数这两种不同形式下各公式的异同和适用条件，

对于薄层地震反演精度的提高具有一定的指导作用。 
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Discussion on elastic reflection and transmission coefficients of 
thin-bed and single interface models 
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Abstract: By using displacement and displacement potential functions of plane waves respectively, this paper de-
rives the corresponding propagation matrixes in case of isotropic horizontal layered media, and then simplifies the 
model to obtain the corresponding reflection and transmission coefficients in thin bed and differential interface of 
single impedance: The suitable conditions and the difference between formulas (the propagation matrixes, or, the 
reflection and transmission coefficients) corresponding to displacement and displacement potential were pointed 
out respectively, which will be helpful to improve the precision of seismic inversion. 
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随着我国化石能源勘探开发的深入发展，薄层

的地震预测与反演成为研究难点与热点，以多波为

研究对象的弹性波波场模拟和阻抗反演受到越来越

多的关注。因此，基于均匀各向同性介质假设的

Zoeppritz 方程及其各种形式的近似公式、层状介质

的传播矩阵理论被大量的引用和重提[1-6]，并开始更

多地侧重于非单纯纵波的入射、透射及波型转换。 
近十年来，国内外对于单界面与薄层反射特征

的差异已经有了足够的重视和认识 [7-10]。但目前的

商业反演软件和生产单位依然使用单界面的反、透射

系数公式来反演薄层反射或进行 AVO/A 特征分析。 
理论上，基于均匀各向同性层状介质假设的传

播矩阵理论在不考虑各向异性的条件下可以模拟任

意水平的厚、薄互层的介质波场，在特殊情况下可

以蜕化适应单薄层的波场模拟；在薄层厚度为零时，

可以进一步退化为单界面情形，从而变为与

Zoeppritz方程相同的公式。但实际上，由于 Zoeppritz
方程与传播矩阵推导过程中存在 2 种平面波函数假

设的方式：位移位或位移，会出现 2 种不同的结果，

分别对应 Knott 方程与 Zoeppritz 方程。但在近些年

的相关研究文献 [2,5,7] 查阅中发现有些作者并没有

注意到这些细微的差别，从而造成了公式使用的混

乱和不满足假设条件。地震波的位移函数与位移位

函数具有相同的表达形式，但代表的意义不同。在

现有的薄层研究中，前人都采用了位移位函数[1-7]，

退化为单界面时与 Zoeppritz 近似公式对比，由于所

得的反射系数 RPP 恰好与 Zoeppritz 近似公式一致，

由此忽略采用波函数的差异造成了其他 3 个反、透射
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系数的不同，可能产生错误。故本文在分析位移位与

位移函数的基础上，具体分析对比了两种形式波函数

对应的层状介质传播矩阵及薄层公式，并给出薄层公

式退化为单界面的公式，方便读者正确引用。 

1   层状介质的反射与透射 

1.1  层状介质的传播矩阵 
模型如图 1 所示，考虑二维水平层状介质，共

n 层介质，n–1 个界面。设各层的参数均为已知，第

i 层的纵横波速度、密度和厚度分别为 νPi、νSi、ρi

和 hi，在其中传播的纵波的波射线与法线的夹角为

αi，横波的波射线与法线夹角为 βi。 

 
图 1  层状介质模型示意图 

Fig.1  A diagram of layered media model 

 
指示波的传播方向；    指示波的振动正方向[11] 

图 2  任意层(第 i 层)波的传播情况 
Fig.2  Waves in a random layer (the ith layer)   

建立如图 2 所示的坐标系统，则可设第 i 层中

各波的位移函数为： 
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i 为第 i 层中下行纵波的位移函数；  
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幅；w 为圆频率；kpi 为第 i 层中纵波波数；εpi 为纵

波的水平波数；di 为纵波的垂向波数；ksi 为第 i 层中

横波波数；εsi 为横波的水平波数；si 为横波的垂向波

数；振幅下标 1 表示下行波，下标 2 表示上行波。 
设第 i 层的厚度为 h (为简单起见以下第 i 层的

参数都暂略去标记 i )，计算当 z h 时(即第 i 层底面)

的位移和应力值，并记为 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
Ti i i i
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P dh 、Q sh ，整理可得： 
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显然，式(2)对第 i 层中介于 0 到 h 间的任何深度都成

立。特殊情况，当 0z  时， 0P  、 0Q  ，代入 0h 
可以得到此时第 i 层顶面(即第 1i  层底面)的位移

和应力值，即 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1), , ,
Ti i i i

zz zxu       
 

，可建立关

系式： 
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将式(3)代入式(2)，则可建立第 1i  层底面与第 i 层
顶面的位移和应力关系： 
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其中： 
2

11 44

12 34

13 24
P

14
S

S
21 43

P
2

22 33

2sin cos cos 2 cos ;
(tan cos 2 sin sin 2 sin );

sin (cos cos );

1 (tan sin sin cos sin );

cos
( sin 2 sin tan cos 2 sin );

cos

cos 2 cos 2sin c

a a P Q
a a j P Q

ja a P Q
v

a P Q
wv

v
a a j P Q

v

a a P

 
  




  



  



 

  
   

  

 

   

  

23
P

31 42 S
2

2P
32 S

2 2
S

41 S
P

os ;
1 (cos sin tan sin sin );

2 sin cos 2 (cos cos );

cos 2
( sin 4 cos sin sin );

cos
4 sin cos cos 2( sin sin )

cos

Q

a P Q
v

a a j v Q P

va P v Q

v
a v P Q

v

  


  


  


  




 

  

  

   .

  

递推得到第 n–1 层底面与第 1 层底面的位移和

应力之间的关系。由于第 n–1 层底面和第 n 层顶面

的位移和应力分别相等，于是得到在第 n 层介质顶

面位移和应力等于： 
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由式(5)可知，在层状介质中，已知任意两层之

间所夹层内的纵横波速度、密度、层厚，入射波频

率及入射角，都可建立这两层的应力、位移关系。 
与现有位移位传播矩阵方程[6]对比可知，位移函

数与位移位函数对应的层状介质传播矩阵是相同的。 
1.2  单薄层情况 

对于单薄层模型，当平面简谐波从第 1 层介质

入射时，其反射、透射情况见图 3。先考虑位移函

数情况(相关符号含义与式(1)一致)： 
第1层介质中的纵横波的位移函数分别为： 
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指示波的传播方向；    指示波的振动正方向[11] 

图 3  薄层介质中的反射和透射 
Fig.3  The reflection and transmission of P-wave in thin bed 

第 3 层介质中的纵横波的位移函数分别为： 
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第 1 层介质底界面上的位移分量和应力分量为： 
利用式(5)建立第 3 层顶界面与第 1 层底界面的

位移和应力关系，并令位移反射、透射系数为： 
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整理可得单个薄层反透射系数矩阵方程： 
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根据克拉默(Cramer) 法则[12]，可获得薄层的位移反

射、透射系数。 
对于位移位函数情况也可获得类似矩阵方程 
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      (9) 

其中  2
PPR 、  2

PSR 、  2
PPT 、  2

PST 分别为位移位反射、

透射系数，且有： 
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对比所得到的位移反射系数与位移位反射系

数，则有： 
   

   

   

   

1 2P1
PP PP
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

  

，            (10) 

上式说明：位移反射、透射系数(上角标为 1)
与位移位反射、透射系数(上角标为 2)相差速度比关

系(数值比值为相应速度比)，尤其透射 PS 系数相差

负速度比关系(数值比值为相应速度比取负)。负号

主要是由振动正方向的确定和位移位公式求取位移

方向的差异造成的。 
对于薄层特例进一步特殊化，设定第二层厚度

h=0，即获得单界面模型。式(8)和式(9)分别退化成

薄层顶、底介质形成的单界面反射、透射矩阵方程，

与 Zoeppritz 方程和 Knott 方程一致，也证实了薄层

公式的正确性。 

2  薄煤层反射与透射 

设定如下薄煤层模型参数如表 1。 
 

表 1  煤层模型参数 
Table 1  Parameters of coal 

岩性 VP/(m·s–1) VS/( m·s–1) Density/ (g·m–3) 
砂质泥岩 2 400 1 200 2.600 

煤 1 800 800 1.400 
泥岩 2 500 1 300 2.650 

 

设定煤层厚度为 9 m，入射角为 0°~70°，考察

频率为 50 Hz 情况下的位移与位移位反射、透射情

况，如图 4。位移与位移位反射系数的模对比可知：

除 RPP 外，其他反射、透射系数都不相等，且位移

RPS、TPS 都要比相应位移位的值大。据图 4i 可知，

分别约为位移位情况下的 2 倍(等于 P1

S1

v
v

)和 1.846

倍(等于 P1

S3

v
v

)；位移 TPP 小于位移位 TPP，约为 0.96

倍(等于 P1

P3

v
v

)。相位对比可知：位移与位移位反射

系数 RPP、RPS、TPP 都是相等的，对于透射系数 TPS，

位移与位移位相差 π，即上面所提到的 TPS 相差负

速度比关系。 

3  结 语 

在论述平面波函数采用位移与位移位两种表示 
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a—RPP 的模(1 为位移情况，2 为位移位情况)；b—RPP 的相位；c—RPS 的模；d—RPS 的相位；e—TPP 的模； f—TPP 的相位； 

g—TPS 的模；h—TPS 的相位；i—模的比值。 

图 4  薄煤层位移与位移位反射、透射系数的对比 
Fig.4  Comparison of displacement and displacement potential, reflection/transmission coefficients of thin seam 

方式的基础上，推导出两种函数形式的层状介质传播

矩阵。 
a. 位移函数与位移位函数两种情况下的传播矩

阵相同。 
b. 薄层位移反透射系数(上角标 1 表示)及位移

位反射、透射系数(上角标 2 表示)存在速度比关系：
   1 2P1
PP PP

P1

vR R
v

 ；    1 2P1
PS PS

S1

vR R
v

 ；    1 2P1
PP PP

P3

vT T
v

 ；

   1 2P1
PS PS

S3

vT T
v

  。其中， P1 S1v v、 分别为薄层顶部围岩

纵波、横波速度； P3 S3v v、 分别为薄层底部围岩纵波、

横波速度。 
c. 单界面的位移与位移位反射、透射系数也存在同

样的规律，且分别对应着 Zoeppritz 方程与Knott 方程。 
这些都说明，在薄层理论研究与弹性反演应用

中，需注意所用子波函数或地震数据是位移反透射系

数或位移位反透射系数，如不加说明，将容易用错，

造成速度比的差异。 
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