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摘　要　在阮百尧、徐世浙（１９９８，２００１）工作基础上，给出四边

形内三角网格单元剖分，电导率连续变化２．５维直流电阻率数

值模拟方法．在二维起伏 地 形 情 况 下，有 限 单 元 设 计 为 四 边 形

内剖分四个三角网格单元，单元内的电位值和电导率设计为线

性变化，将研究区域远边界的第三类边界条件简化为第二类齐

次边界条件，重新给出一组适用性较好的Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换系数，

并采用分离式Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解法快速求解线性方程组．通过对３
个地电模型的计算与对比分析，其结果与解析法的均方根误差

小于０．２％，计算速度比较常规方法提高了５倍，能有效模拟起

伏地形和复杂形态的地电体模型．
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０　引　言

在野外实际地质情 况 中，由 于 岩、矿 石 的 组 成、温 度、湿

度的变化，地球介质的 电 导 率 分 布 往 往 是 连 续 变 化 的（徐 世

浙等，１９９５；李予 国 等，１９９６）．阮 百 尧、徐 世 浙（１９９８）给 出 了

矩形网格单元、电导率连续变化２．５维直流电阻率数值模拟

方法，从 而 有 效 克 服 了 Ｃｏｇｇｏｎ（１９７１）、Ｄｅｙ和 Ｍｏｒｒｉｓｏｎ
（１９７９）电导率分布均匀的缺陷．为了易于模拟起伏地形和地

下复杂地电体的分布，阮 百 尧（２００１）给 出 了 三 角 网 格 单 元、
电导率连续变化２．５维直流电阻率数值模拟方法．本文在此

基础上，导出了四边形 内 三 角 网 格 单 元 剖 分，电 导 率 连 续 变

化２．５维直流电阻率数值模拟方法，并对远边界条件做了进

一步的简化处理，重新给出了一组Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换系数，采用

分离式Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解 法 快 速 求 解 线 性 方 程 组．通 过 对 一 维

连续介质解析法理论 模 型、土 槽 实 验 模 型、倾 斜 界 面 异 常 体

模型的计算与对比分析，本文方法有较高的模拟精度和计算

速度，能够有效模拟起伏地形和复杂形态的地电体模型．

１　波数域点源二维直流电场的变分问题

如图１所示，假设三维地球介质模型的电导率沿ｙ方向
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（构造方向）上 无 变 化，三 维 点 源 直 流 电 场 总 电 位Ｕ 沿ｙ 方

向做Ｆｏｕｒｉｅｒ变换至波数 域，这 时 可 将 三 维 点 源 直 流 电 场 的

边值问题转化为２．５维直流电场的边值问题来进行处理．此

时，波数域点源二维直流电位ｕ所对应的变分问题（徐世浙，

１９９４）为
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在式（１）中，

Δ

＝ｘｉ＋

ｚｋ

为 二 维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算 子，Ω为 二 维

研究区域，Γ∞＝Γ１＋Γ２＋Γ３ 为 研 究 区 域 Ω的 远 边 界，σ为

介质电导率，ｋ为Ｆｏｕｒｉｅｒ变换波数，ｎ是Γ∞ 的 外 法 向，ｒＡ 是

点电源Ａ（ｘＡ，ｚＡ）到Γ∞ 积分点的距离，Ｉ为点电源的电流强

度，Ｋ０、Ｋ１ 为零阶、一阶第二类修正Ｂｅｓｓｅｌ函数．

２　有限单元法

采用有限单元法求解 泛 函 式（１）的 变 分 问 题，具 体 步 骤

如下内容．

图１　研究区域Ω有限元网格剖分

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｖｉｓｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｕｄｙ　ｒｅｇｉｏｎΩｗｉｔｈ　ＦＥＭ　ｇｒｉｄｓ

２．１　网格剖分

如图１所示，考虑到 复 杂 地 球 介 质 体 形 状 的 任 意 性，将

研究区域Ω用三 角 单 元 网 格 进 行 剖 分．首 先 对 研 究 区 域 进

行水平地形情况下的四边形网格剖分（熊彬和阮百尧，２００２；
潘克家等，２０１２），然后在每一个四边形网格内剖分为４个三

角单 元 网 格（徐 世 浙，１９９４；刘 云 和 王 绪 本，２０１２）．当 模 拟 起

伏地形时，地面网格沿 实 际 地 形 线 进 行 网 格 剖 分，地 下 网 格

采用逐渐放平进行处理，这样得到的起伏网格更加符合复杂

地形情况下直流电场的分布规律（吕玉增和阮百尧，２００６；吕

玉增，２００８）．纵向起伏网格的坐标按照如下方式进行计算得

到：ｚｉ，ｊ＝Ｚｉ，ｊ＋
Ｄ－Ｚｉ，ｊ
Ｄ Ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ）．其

中，Ｅｉ 是地面上第ｉ个 测 点 的 地 形 高 程 值，Ｄ为 水 平 地 形 情

况下纵向网格（ｚ方 向）的 最 大 深 度 值，Ｚｉ，ｊ是 水 平 地 形 情 况

下第ｉ个测点、第ｊ个 纵 向 网 格 节 点 的ｚ坐 标，ｚｉ，ｊ是 起 伏 地

形情况下第ｉ个测点、第ｊ个纵向网格节点的ｚ坐标，ｎ为测

点个数，ｍ为纵向网格节点个数．采用这样的网格剖分方法，
一方面避免了三角单元网格可能出现过于尖锐情况，另一方

面则可以利用三角形 的 斜 边 去 模 拟 起 伏 地 形 线 和 复 杂 介 质

体的倾斜界面（陈小斌，１９９９；刘云，２０１２）．

图２　三角单元ｅ
Ｆｉｇ．２　Ｔｒｉａｎｇｌｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｅ

２．２　线性插值

如图２所 示，在 三 角 单 元ｅ内，电 位ｕ和 电 导 率σ 设 计

为线性变化，则在每一个三角单元内有
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Ｎｉｕｉ，σ＝∑
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当三 角 单 元ｅ的 斜 边１２位 于 Γ１ 边 界 上 时，有σ＝

∑
２

ｉ＝１
Ｎｉσｉ．这里，ｕｉ 为三角单元节点处的电位，σｉ 为三角单元

节点处的电导 率，下 标（ｉ＝１，２，３）为 三 角 单 元 的 设 定 节 点

号．Ｎｉ＝１２Δ
（ａｉｘ＋ｂｉｚ＋ｃｉ）是关于ｘ和ｚ的线性插值形函数

（ｉ＝１，２，３）．其中，Δ＝１２
（ａ１ｂ２－ａ２ｂ１）是三角单元的面积．

ａ１＝ｚ２－ｚ３，ａ２＝ｚ３－ｚ１，ａ３＝ｚ１－ｚ２，ｂ１＝ｘ３－ｘ２，

ｂ２＝ｘ１－ｘ３，ｂ３＝ｘ２－ｘ１，ｃ１＝ｘ２ｚ３－ｘ３ｚ２，

ｃ２＝ｘ３ｚ１－ｘ１ｚ３，ｃ３＝ｘ１ｚ２－ｘ２ｚ１，
（ｘ１，ｚ１）、（ｘ２，ｚ２）和（ｘ３，ｚ３）是三角单元的３个节点坐标．
２．３　单元分析

将泛函式（１）在整个研究 区 域Ω中 离 散 化，积 分 区 域 可

以表示为所有三角单元ｅ的线性组合，即

Ｆ（ｕ）＝∑
Ω∫ｅ

１
２σ
（

Δ

ｕ）２ｄΩ＋∑
Ω∫ｅ

１
２σｋ

２　ｕ２ｄΩ－

∑
Ω∫ｅＩδ（ｘＡ）δ（ｚＡ）ｕｄΩ＋
∑
Γ∞
∫Γｅ

１
２
ｋσＫ１（ｋｒＡ）ｃｏｓ（ｒＡ，ｎ）

Ｋ０（ｋｒＡ）
ｕ２ｄΓ． （２）

单元分析１　ｕ对ｘ求偏导数，则有

ｕ
ｘ＝


ｘ
（∑
３

ｉ＝１
Ｎｉｕｉ）＝∑

３

ｉ＝１

Ｎｉ
ｘ
ｕｉ

＝ Ｎ
（ ）ｘ

Ｔ

ｕｅ ＝ｕＴｅ Ｎ（ ）ｘ ．

其中，Ｎ
（ ）ｘ

Ｔ

＝ Ｎ１
ｘ

Ｎ２
ｘ

Ｎ３
（ ）ｘ ＝１２Δ ａ１ ａ２ ａ（ ）３ ，

ｕＴｅ＝ ｕ１ ｕ２ ｕ（ ）３ ．

显然，ｕ
（ ）ｘ

２

＝ｕＴｅ Ｎ（ ）ｘ Ｎ
（ ）ｘ

Ｔ

ｕｅ．同 理 可 得，ｕ
（ ）ｚ

２

＝

ｕＴｅ Ｎ（ ）ｚ Ｎ
（ ）ｚ

Ｔ

ｕｅ．

因此，对于 式（２）中 第 一 个 积 分 项（徐 世 浙，１９９４；阮 百

尧，２００１；刘云，２０１２），有

∫ｅ １２σ（

Δ

ｕ）２ｄΩ＝ １２∫ｅ ［σ ｕ
（ ）ｘ

２

＋ ｕ
（ ）ｚ ］２ ｄｘｄｚ

＝ １２ｕ
Ｔ｛ｅ∫ｅ∑

３

ｉ－１

（Ｎｉσｉ ［） Ｎ
（ ）ｘ Ｎ

（ ）ｘ
Ｔ

＋

５９１１
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Ｎ
（ ）ｚ Ｎ

（ ）ｚ ］Ｔ ｄｘｄ｝ｚ　ｕｅ ＝ １２ｕＴｅｋ１ｅｕｅ， （３）

在式（３）中，ｋ１ｅ＝σ１
＋σ２＋σ３
１２Δ

ａ１ ｂ１
ａ２ ｂ２
ａ３ ｂ

烄

烆

烌

烎３

ａ１ ａ２ ａ３
ｂ１ ｂ２ ｂ（ ）３ ．

单元 分 析２　对 于 式（２）中 第 二 个 积 分 项（徐 世 浙，

１９９４；阮百尧，２００１；刘云，２０１２），有

∫ｅ １２σｋ２　ｕ２ｄΩ＝ １２ｕＴｅ ｋ２∫ｅ∑
３

ｉ＝１

（Ｎｉσｉ）ＮＮ（ ）Ｔ　ｄｘｄ［ ］ｚ　ｕｅ
＝ １２ｕ

Ｔ
ｅｋ２ｅｕｅ， （４）

在式（４）中，ＮＴ＝ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ（ ）３ ，

ｋ２ｅ＝ｋ
２Δ
６０

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３
ｃ３１ ｃ３２ ｃ

烄

烆

烌

烎３３
，

其 中，ｃ１１ （ ）＝ ６　２　２ σ，ｃ１２ （ ）＝ ２　２　１ σ，ｃ１３ ＝

（ ）２　

＝

（ ）１　

＝

（ ）２σ，ｃ２１ （ ）＝ ２　２　１ σ，ｃ２２ （ ）＝ ２　６　２ σ，ｃ２３＝

（ ）１　

＝

（ ）２　

＝

（ ）２σ，ｃ３１ （ ）＝ ２　１　２ σ，ｃ３２ （ ）＝ １　２　２ σ，ｃ３３＝

（ ）２　

＝

（ ）２　

＝

（ ）６σ，σ＝ σ１ σ２ σ（ ）３ Ｔ．
单元分析３　对 于 式（２）中 的 第 三 个 积 分 式（徐 世 浙，

１９９４；阮百尧，２００１），根 据δ函 数 的 性 质 可 知，只 有 点 电 源

Ａ（ｘＡ，ｚＡ）对该积分式才有贡献．因此有

∫ｅＩδ（ｘＡ）δ（ｚＡ）ｕｄΩ＝ １２ＩｕＡ ＝Ｐｅｕｅ ＝ｕＴｅＰｅ． （５）

单元分析４　对于式（２）中的 第 四 个 积 分 项 只 对 远 边 界

Γ∞ 进行线积分（阮 百 尧，２００１；徐 世 浙，１９９４）．假 设，当 三 角

单 元 的１２边 落 在 Γ１ 边 界 上 时，在 波 数 域 ｋ 中，

ｋＫ１（ｋｒＡ）ｃｏｓ（ｒＡ，ｎ）
Ｋ０（ｋｒＡ）

为一个常数值Ｃ，可提至积分 式 之 外．因

此，线积分

∫Γｅ

１
２
ｋσＫ１（ｋｒＡ）ｃｏｓ（ｒＡ，ｎ）

Ｋ０（ｋｒＡ）
ｕ２ｄΓ＝Ｃ∫１２ １２σｕ２ｄｚ

　 ＝ １２ｕ
Ｔ
ｅ Ｃ∫１２∑

２

ｉ＝１

（Ｎｉσｉ）ＮＮ（ ）Ｔ ｄ［ ］ｚ　ｕｅ
　 ＝ １２ｕ

Ｔ
ｅｋ４ｅｕｅ， （６）

在式（６）中，ｋ４ｅ＝Ｃｌ１２

ｄ１１ ｄ１２ ０
ｄ２１ ｄ２２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，ｌ为１２边的长度，

其 中，ｄ１１ （ ）＝ ３　１ σ，ｄ１２ （ ）＝ １　１ σ，ｄ２１ ＝ｄ１２，ｄ２２ ＝

（ ）１　

＝

（ ）３σ，σ＝ σ１ σ（ ）２ Ｔ．
２．４　系数矩阵总体合成及求变分

对每个单元系 数 矩 阵ｋｅ 按 照 总 体 节 点 号 进 行 扩 展，得

到ｋｅ，并相加得到总体系数矩阵Ｋ，即

Ｆ（ｕ）＝ １２ｕ
Ｔ（∑

Ω
ｋ１ｅ＋∑

Ω
ｋ２ｅ＋∑

Γ∞

ｋ４ｅ）ｕ－ｕＴＰ

＝ １２ｕ
ＴＫｕ－ｕＴＰ． （７）

其中，Ｐ＝ ０ … １
２Ｉ

…（ ）０
Ｔ

是 与 点 电 源 有 关 的

列向量．系数矩阵Ｋ的数学表现形式为Ｋ ＝∑
ＮＥ

ｅ＝１
ｋｉ，（ ）ｊ　 ｅ（ｉ，ｊ

＝１，…，ＮＤ），ＮＥ为 总 体 单 元 数，ＮＤ 为 总 体 节 点 号，ｅ为

单元号，ｉ、ｊ为总体节点号变量．显然，Ｋ是一个对称、正定的

大型稀 疏 矩 阵，可 按 照 变 带 宽 方 式 进 行 存 储（刘 德 贵 等，

１９８０；阮百尧和熊彬，２０００）．令 式（７）的 泛 函Ｆ（ｕ）的 变 分 为

零（徐世浙，１９９４；刘云，２０１２），便可得到线性方程组

Ｋｕ＝Ｐ， （８）
解此线性方程组，便可得各节点电位值ｕ．
２．５　计算加速的处理技术

由于远 边 界 Γ∞ 离 点 电 源 较 远，即ｒＡ →∞．此 时 有，

Ｋ１（ｋｒＡ）
Ｋ０（ｋｒＡ）→１

，ｕ→０．因 此，波 数 域 点 源 二 维 直 流 电 位ｕ所 满

足的 远 边 界 条 件（黄 俊 革，２００３；黄 俊 革 等，２００３；强 建 科，

２００６）为ｕ
ｎ＝－

ｋＫ１（ｋｒＡ）ｃｏｓ（ｒＡ，ｎ）
Ｋ０（ｋｒＡ） ｕ→０．这 时，可 将 远 边 界

条件从第三类边界条件简化 成 为 第 二 类 齐 次 边 界 条 件ｕ
ｎ＝

０，简化后的第二类齐 次 边 界 条 件 属 于 有 限 单 元 法 的 自 然 边

界条件，在变 分 方 程 的 推 导 过 程 中 可 以 自 动 满 足（徐 世 浙，

１９９４）．对照式（７）中Ｋ系 数 矩 阵，这 时 可 以 简 化 为Ｋ＝∑
Ω

ｋ１ｅ＋∑
Ω
ｋ２ｅ．此时，得到的Ｋ矩阵中的元素值只与地电模型

参数和波数有关系，而 与 点 电 源 没 有 关 系．参 考 附 录 程 序 所

示，若在求解方程 式（８）的 过 程 中，可 以 先 使 用Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分

解法将Ｋ系数矩阵进行分 解，并 保 留 分 解 结 果．随 着 供 电 电

极的每一次移动，右侧列向量Ｐ中点电源的存储位置也相应

发生变化，这时只需要将每一次的不同列向量Ｐ通过顺代和

回代就可以实现快速求解（阮百尧，２００１；宋滔，２０１３）．

图３　四边形内三角网格剖分方式

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｌｅ　ｄｉｖｉｓｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｑｕａｄｒａｎｇｌｅ

如图３所示，本 文 所 采 用 的 四 边 形 内 三 角 网 格 剖 分 方

式，比较单一的四边形 网 格 剖 分 来 说，其 中 增 加 了 一 个 中 间

节点５．但是不难发 现，节 点５只 与 周 围 的 四 个 网 格 节 点 有

关系，而与其它的网格 节 点 没 有 任 何 直 接 联 系．可 以 在 单 元

分析中，运用消元法 将 这 个 节 点 消 去（徐 世 浙，１９９４）．因 此，
节点５是一个虚节点，并 不 包 含 在 总 体 节 点 数 中 参 与 计 算．
等到解方程结束后，也可以根据周围四个角点的已知电位值

和网格单元系数之间的关系，将节点５的电位值直接计算出

来．这样，一方面既不增 加 节 点 的 总 数，节 省 了 计 算 量，另 一

方面在每个三角单元内仍具有各自的不同物性．具体做法如

下（徐世浙，１９９４；刘云，２０１２）：
节点５的 消 除，将ｋｉ，ｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５）替 换 为ｋ′ｉ，ｊ，

则有

ｋ′ｉ，ｊ＝ｋｉ，ｊ－
ｋｉ，５
ｋ５，５ｋ５

，ｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３，４），

节点５的恢复，则有

６９１１
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ｕ５ ＝－ １
ｋ５，５∑

４

ｊ＝１
ｋ５，ｊｕｊ．

３　Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换及视电阻率的计算

３．１　Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换

在以上内容中，可 以 求 出 若 干 波 数 域ｋｉ 中 点 源 二 维 直

流电场的电位ｕ（ｋｉ）值，然 后 采 用Ｆｏｕｒｉｅｒ反 变 换，就 可 以 求

解出三维点源空间的总电位Ｕ．其 中，Ｆｏｕｒｉｅｒ反 变 换 的 计 算

公式为

Ｕ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｇｉｕ（ｋｉ）， （９）

其中，ｋｉ 是波数，ｇｉ 是 加 权 系 数，ｎ是 波 数 的 个 数．本 文 是 以

１～１５０的 研 究 区 域，共 计２０个 网 格 点，按 照 优 化 选 取 的 办

法（徐世浙，１９９４；徐世浙，１９８８），确 定 出 的 一 组ｋ和ｇ，均 方

相对误差小于０．０１％，共有５个系数值，如表１所示．根据物

理模拟的等比例缩放原则可知，这一组Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换系数

可以满足的数值模拟网格区域在（１～１５０）Ｃ的范围内，其中

Ｃ为缩放比例系数．

表１　Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换的ｋｉ 和ｇｉ
Ｔａｂｌｅ　１　ｋｉａｎｄ　ｇｉｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　Ｆｏｕｒｉｅｒ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍ

１　 ２　 ３　 ４　 ５

ｋｉ ３．９９２８５８８Ｅ－０３　 ３．６８２０８３６Ｅ－０２　 ０．１４３４７５１　 ０．４６７５９２１　 １．５５４４６４

ｇｉ ８．４５９００５５Ｅ－０３　 ３．６９２８６５４Ｅ－０２　 ０．１１１９８２９　 ０．３４６４２８８　 １．２７５５７１

３．２　视电阻率的计算

二极测量装置的视电 阻 率 表 示 为（阮 百 尧，２００１）ρａ（Ａ，

Ｍ）＝Ｋ（Ａ，Ｍ）Ｕ
（Ａ，Ｍ）
Ｉ

，三 极 测 量 装 置 的 视 电 阻 率 表 示 为

ρａ（Ａ，Ｍ，Ｎ）＝Ｋ（Ａ，Ｍ，Ｎ）
Ｕ（Ａ，Ｍ）－Ｕ（Ａ，Ｎ）

Ｉ
，四 极 测 量

装置 的 视 电 阻 率 表 示ρａ（Ａ，Ｂ，Ｍ，Ｎ）＝Ｋ（Ａ，Ｂ，Ｍ，Ｎ）

Ｕ（Ａ，Ｍ）－Ｕ（Ａ，Ｎ）－Ｕ（Ｂ，Ｍ）＋Ｕ（Ｂ，Ｎ）
Ｉ ．其 中，Ｋ 为 装 置

系数（程志平，２００７），Ａ、Ｂ为供电电极，Ｍ、Ｎ 为测量电极．供

电电流强度Ｉ为常数值，一般可设为１Ａ．

４　模型计算

为验证本文的数值模拟方法，首先与一维连续介质模型

的解析法，以及与土槽 实 验 地 形 模 型 做 计 算 与 对 比 分 析，之

后用该算法对复杂界面异常体模型做计算分析．
在对以下所有模型的数值模拟中，研究区域的网格剖分

方法具体如下：在横向 网 格 剖 分 中，目 标 研 究 区 域 采 用 等 间

隔网格，网格系数为１．左、右两边扩展的稀疏网格数各为１５
个，网格系数依次分别为１，１，１，１，２，２，２，２，４，４，４，８，１６，３２，

６４．横向网格的实际大 小 等 于 点 距 乘 以 网 格 系 数．在 纵 向 网

格剖分中，网格系数为２０个，依次分别为１，１，１，１，１，１，１，１，

２，２，２，２，２，４，４，４，８，１６，３２，６４．纵向网格的实际大小等于点

距乘以网格系数．值得注意的是，在４．１节中的Ｆｏｕｒｉｅｒ反变

换系数的选择，就是按照这一组纵向网格系数进行的优化选

取得到的．当模拟起 伏 地 形 时，起 伏 地 形 网 格 则 按 照 第３．１
节方法进行剖分．
４．１　一维连续介质模型

如图４所示，为一维连续介质地电模型，Ｍａｌｌｉｃｋ和Ｊａｉｎ
（１９７９）曾用解析法计算过这个模型．顶层电阻率ρ１ 为５０Ωｍ，
层厚度Ｈ１ 为２ｍ．底层电阻率ρ３ 为１０００Ωｍ．中间层为连续

介质层，层厚度Ｈ２ 为１０ｍ，中间层连续介质电阻率ρ２ 按线

性变化规律从ρ１ 变化到ρ３．测量装置为对称四极装置．
有限元数值模拟 中，电 极 数 为２００个，最 大 移 动 间 隔 为

９９，取测线中心处第１００号 点 测 点 为 研 究 对 象．则 解 析 法 与

图４　一维连续介质地电模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　１－Ｄ　ｇｅｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｍｅｄｉｕｍ

数值模拟的结 果 对 比 如 图５所 示．横 坐 标 为 极 距（ＡＢ／２，单

位为ｍ），纵坐标为视电阻率（ρａ，单位为Ωｍ）．其中黑色虚线

曲线（Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ）为 解 析 法 的 计 算 结 果（Ｍａｌｌｉｃｋ　ａｎｄ　Ｊａｉｎ，

１９７９），蓝色叉点曲线（Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　１）为 常 规 方 法 的 带 第 三 类

边界条件数值模拟结果，红色圈点曲线（Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　２）为简化

后的带第二类齐次边界条件数值模拟结果．
由图可见，曲线首支除有２个测点由于受电源点场源影

响，有较大的相对 误 差（最 大 相 对 误 差 为７．１％），其 余 各 测

点拟合都很好，两条数值模拟曲线和解析法曲线的均方根误

差小于０．２％．曲 线 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　１计 算 耗 时 为１２．７ｓ，曲 线

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　２计算耗时为２．５ｓ．计算结果表明：一方面，本文

方法能够有效地模拟 连 续 介 质 模 型．另 一 方 面，在 有 较 高 模

拟精度的前提下，采用了远边界条件的简化处理技术和消去

网格虚节点的处理技术后，大大提高了计算速度．
４．２　地形模型

如图６下部所示为二维山脊地形模型，周熙襄和钟本善

（１９８６）对这个 模 型 做 过 土 槽 物 理 模 拟 实 验．山 坡 的 倾 角 为

４５°，电阻率为１Ωｍ的均匀介质，山顶高０．３ｍ，剖面长２ｍ，
测量装置为二极测深装置，点距为０．１ｍ，极距（ＡＯ）为０．１ｍ，
电极总数为２０个．

土槽物理模拟实验和 本 文 数 值 模 拟 结 果 如 图６上 部 曲
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图５　有限元数值模拟与解析法结果比较

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ａｎｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｂｙ　ＦＥＭ

图６　二维山脊地形模型与数值模拟结果

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　２－Ｄ　ｃｈｉｎｅ　ｔｅｒｒａｉｎ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｒｅｓｕｌｔ
ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ

线图所示．其中，横坐标为测点号，纵坐标为视电 阻 率（ρａ，单

图８　偶极—偶极测量装置视电阻率拟断面图

Ｆｉｇ．８　Ｐｓｅｕｄｏ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ａｐｐａｒｅｎｔ　ｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙ　ｏｎ　ｄｉｐｏ１ｅ－ｄｉｐｏｌｅ　ｓｕｒｖｅｙ　ａｒｒａｙ

位为Ωｍ），黑色虚线曲线（Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ）为土槽物理模拟实验

结果（周熙襄和钟本善，１９８６），红 色 圈 点 曲 线（Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ）为

本文数值模拟结果．由于受到二维物理模型几何尺寸的局限

性，山峰顶点处 测 点 的 相 对 误 差 较 大，为１４．２％，其 余 各 测

点拟合都很好，数值模拟曲线和土槽物理模拟曲线的均方根

误差为１．５％．计算 结 果 表 明，本 文 采 用 的 三 角 网 格 模 拟 起

伏地形、电导率连续变化的数值模拟技术更加符合野外实际

地质情况．
４．３　复杂界面异常体模型

如图７所示，模型设计为均匀介质半空间中放置一“Ｗ”
字形低阻异常体模型．背景电阻率为１００Ωｍ，异常体电阻率

为２０Ωｍ．异常体上顶面距 地 面２０ｍ，下 底 面 距 地 面６０ｍ．
异常体上顶面外宽１８０ｍ，下 底 面 外 宽９０ｍ．直 流 电 阻 率 法

的测量装置为偶极—偶极测深装置，相邻电极间 隔 为１０ｍ，
发射偶极大小为１，接收偶极大小为１，初始隔离系数为１，测
道数为３０，排列数为６０．

图７　复杂界面异常体模型

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｘ　ｉｎｔｅｒｆａｃｅ　ａｂｎｏｒｍｉｔｙ　ｂｏｄｙ　ｍｏｄｅｌ

通过计算，测线上电极总数为９２个，则有限元数值模拟

网格剖分为：网格数为１２１×２０（横向网格数为１２１，左、右稀

疏网格数各为１５；纵向 网 格 数 为２０）．大 型 稀 疏 矩 阵 的 压 缩

存储方式按变带宽方式进行存储（刘德贵等，１９８０；阮百尧和

熊彬，２０００）．参考附录程序 所 示，采 用 分 离 式Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分 解

法求解线性方程组（阮百尧和熊彬，２０００；宋滔，２０１３）．
如图８所示，为本文数值模拟方法得到的偶极—偶极测

量装置视电阻率拟 断 面 图，横 坐 标 为 测 点 位 置（Ｄｉｓｔａｎｃｅ，单

位为ｍ），纵 坐 标 为 视 深 度（Ｄｅｐｔｈ，单 位 为 ｍ）．计 算 耗 时 为

０．５ｓ．从图可见，“Ｗ”字形 异 常 体 的３个 上 顶 面 处 所 对 应 的

３个“八”字低阻异常形态清晰可见，表 明 本 文 采 用 三 角 网 格

模拟复杂异常体的方法是有效的．

５　结　论

本文给出四边形内三角单元网格剖分、电导率连续变化

２．５维直流电阻率有限元数值模 拟 方 法，比 较 常 规 的 四 边 形

或三角单元剖分、电导率分布均匀的模拟方法来说：（１）对起

伏网格采用了逐渐放 平 的 处 理，三 角 单 元 内 电 位 值、电 导 率

连续变化的数值模拟技术，一方面更加符合复杂地形情况下
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直流电场的分布规律，另一方面又能很好模拟野外实际地形

和复杂地电体模型，提高了模拟精度．（２）对远边界条件采用

第二类齐次边 界 条 件，以 及 采 用 分 离 式Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分 解 法 快

速求解线性方程组，使 计 算 速 度 提 高 了５倍．通 过 对 一 维 连

续介质模型的模拟计 算，以 及 对 土 槽 地 形 模 型 的 模 拟 计 算，
验证了数值模 拟 算 法 的 可 靠 性．对 复 杂 异 常 体 模 型 进 行 模

拟，结果表明本方法是 有 效 的．本 文 方 法 考 虑 的 是２．５维 模

型情况，三维电导率连续变化的数值模拟方法以及快速计算

问题将是本文的后续研究工作．

致　谢　谨以此文怀念我的硕士导师———阮百尧教授，本文

得益于他曾经多年来对我学业上的指导和帮助．

附录　分 离 式 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分 解 法 求 解 线 性 方 程 组

Ｆｏｒｔｒａｎ语言程序

　　１．子 程 序 ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥ　ＣＨＯＬＥＳＫＹ＿ＤＥＣ（Ｎ，ＮＰ，

ＩＤ，Ａ）
（１）哑元说明

Ｎ整变量，输入参数，方程组的阶数或解向量个数．
ＮＰ整变量，输 入 参 数，为 下 三 角 矩 阵 变 带 宽 内 的 元 素

个数．
Ａ输入、输出参数，ＮＰ个元素的一维实数组．输入时存

放下三角矩 阵 变 带 宽 内 的 各 个 元 素，输 出 时 存 放Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
分解后的各个元素．
ＩＤ输入参数，Ｎ个元素的一维整数组．存放下三 角 矩 阵

中的对角线元素在Ａ中的位置．
（２）程序

ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥ　ＣＨＯＬＥＳＫＹ＿ＤＥＣ（Ｎ，ＮＰ，ＩＤ，Ａ）

ＩＮＴＥＧＥＲ　Ｎ，ＮＰ
ＩＮＴＥＧＥＲ　ＩＤ（Ｎ）

ＲＥＡＬ　 Ａ（ＮＰ）

Ｉ０＝１
ＤＯ　１Ｉ＝１，Ｎ
ＩＭ＝ＩＤ（Ｉ）

ＩＦ（Ｉ＝＝１）ＧＯＴＯ　４
ＪＭ＝Ｉ－ＩＭ＋Ｉ０－１
ＩＦ（ＪＭ ．ＬＴ．１）ＴＨＥＮ
Ｊ０＝１
ＥＬＳＥ
Ｊ０＝ＩＤ（ＪＭ）＋１
ＥＮＤ　ＩＦ
ＤＯ　２ＪＴ＝Ｉ０，ＩＭ－１
Ｊ＝Ｉ－ＩＭ＋ＪＴ
ＪＭ＝ＩＤ（Ｊ）

ＤＯ　３ＫＴ＝Ｉ０，ＪＴ－１
Ｋ＝Ｉ－ＩＭ＋ＫＴ
ＪＫ＝ＪＭ－（Ｊ－Ｋ）

ＩＦ（ＪＫ．ＬＴ．Ｊ０）ＧＯＴＯ　３
Ａ（ＪＴ）＝Ａ（ＪＴ）－Ａ（ＫＴ）＊Ａ（ＪＫ）

３　ＣＯＮＴＩＮＵＥ

Ｊ０＝ＪＭ＋１
Ａ（ＪＴ）＝Ａ（ＪＴ）／Ａ（ＪＭ）

２　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＤＯ　５Ｋ＝Ｉ０，ＩＭ－１
Ａ（ＩＭ）＝Ａ（ＩＭ）－Ａ（Ｋ）＊Ａ（Ｋ）

５　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
４　Ａ（ＩＭ）＝ＳＱＲＴ（Ａ（ＩＭ））

Ｉ０＝ＩＭ＋１
１　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＲＥＴＵＲＮ
ＥＮＤ
２．子程序ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥ　ＳＯＬＶＥ（Ｎ，ＮＰ，ＩＤ，Ａ，Ｂ）
（１）哑元说明

Ｎ，ＮＰ，Ａ，ＩＤ同子程序ＣＨＯＬＥＳＫＹ＿ＤＥＣ．
Ｂ输入、输出参 数，Ｎ个 元 素 的 一 维 实 数 组．输 入 时 存

放方程组右端的Ｎ维列向量，输出时存放解向量．
（２）程序

ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥ　ＳＯＬＶＥ（Ｎ，ＮＰ，ＩＤ，Ａ，Ｂ）

ＩＮＴＥＧＥＲ　Ｎ，ＮＰ
ＩＮＴＥＧＥＲ　ＩＤ（Ｎ）

ＲＥＡＬ　 Ｒ
ＲＥＡＬ （ＮＰ），Ｂ（Ｎ）

Ｒ＝ＤＯＴ＿ＰＲＯＤＵＣＴ（Ｂ，Ｂ）

ＩＦ（Ｒ＝＝０．）ＴＨＥＮ
Ｂ＝０．
ＲＥＴＵＲＮ
ＥＮＤ　ＩＦ
Ｉ０＝１
ＤＯ　１Ｉ＝１，Ｎ
ＩＭ＝ＩＤ（Ｉ）

Ｊ＝１
ＤＯ　２ＫＴ＝ＩＭ－１，Ｉ０，－１
Ｂ（Ｉ）＝Ｂ（Ｉ）－Ａ（ＫＴ）＊Ｂ（Ｉ－Ｊ）

Ｊ＝Ｊ＋１
２　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
Ｂ（Ｉ）＝Ｂ（Ｉ）／Ａ（ＩＭ）

Ｉ０＝ＩＭ＋１
１　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＩＮ＝ＩＤ（Ｎ）

Ｂ（Ｎ）＝Ｂ（Ｎ）／Ａ（ＩＮ）

ＤＯ　３Ｉ＝Ｎ，２，－１
ＮＮ＝ＩＤ（Ｉ）－ＩＤ（Ｉ－１）－１
ＤＯ　４Ｊ＝１，ＮＮ
ＩＪ＝Ｉ－Ｊ
Ｂ（ＩＪ）＝Ｂ（ＩＪ）－Ａ（ＩＤ（Ｉ）－Ｊ）＊Ｂ（Ｉ）

４　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
Ｂ（Ｉ－１）＝Ｂ（Ｉ－１）／Ａ（ＩＤ（Ｉ－１））

３　ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＲＥＴＵＲＮ
ＥＮＤ
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